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Prólogo

La computación evolutiva es una rama de la inteligencia artificial en

la cual se simula la evolución natural (basada en el principio de la “su-

pervivencia del más apto” de Charles Darwin) para resolver problemas

complejos de búsqueda, optimización y aprendizaje.

En México existe un número importante de investigadores traba-

jando en diferentes áreas de la computación evolutiva y este libro in-

tenta proporcionar un asomo a la diversidad de temas en los que se

hace investigación en nuestro país. Los siete capítulos que conforman

este libro están escritos como tutoriales breves que pretender intro-

ducir al lector a ciertos temas específicos de computación evolutiva.

En todos los casos, se describe brevemente parte del trabajo que han

realizado algunos grupos de investigación en México en torno a estos

temas.

El capítulo 1 presenta una introducción general a la computación

evolutiva, abarcando sus antecendentes históricos, así como una breve

descripción de sus tres paradigmas principales (las estrategias evolu-

tivas, la programación evolutiva y los algoritmos genéticos). También

se incluye una pequeña sección en la que se describen brevemente

otras metaheurísticas bio-inspiradas (cúmulos de partículas, sistemas

iv



inmunes artificiales, evolución diferencial y colonia de hormigas), así

como un recuento suscinto de la investigación que se ha realizado y se

realiza actualmente en México en torno a estos temas.

El capítulo 2 presenta una introducción a la “evolución diferencial”

que es un tipo de algoritmo evolutivo que se ha vuelto muy popular en

la solución de problemas de optimización no lineal. Los autores pro-

porcionan una descripción general de este tipo de algoritmo evolutivo,

incluyendo el funcionamiento de sus operadores de cruza y mutación

y las diferencias entre sus variantes principales.

El capítulo 3 describe los conceptos básicos de los “algoritmos

genéticos paralelos”, a partir de una taxonomía muy sencilla, basada

en la granularidad de la paralelización, enfatizando las diferencias que

existen entre los esquemas homogéneos y heterogéneos, así como entre

el paralelismo síncrono y el asíncrono.

El capítulo 4 se enfoca a una variante del algoritmo genético de-

nominada “programación genética” en la cual se usa una representación

de árbol (la cual permite evolucionar programas) en vez de las cadenas

binarias de longitud fija del algoritmo genético tradicional. La pro-

gramación genética ha tomado una gran relevancia en años recientes,

sobre todo por su aplicabilidad a problemas de aprendizaje y clasifi-

cación.

El capítulo 5 se enfoca en un tema muy importante en computación

evolutiva, del cual no suele hablarse mucho: la importancia de la

diversidad en el diseño de un algoritmo evolutivo. Los autores hacen

una revisión de diversas técnicas que se han propuesto para lidiar

con la convergencia prematura (la cual suele ser consecuencia de una
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pérdida abrupta de diversidad en la población). Adicionalmente, se

incluye un pequeño estudio en el que se analizan dos técnicas para

mantener diversidad.

El capítulo 6 presenta un tutorial de otra área que ha tomado gran

relevancia en años recientes: la optimización evolutiva multi-objetivo,

la cual se enfoca a la solución de problemas de optimización que tienen

dos o más objetivos (normalmente en conflicto entre sí) que deseamos

optimizar al mismo tiempo. Además de proporcionar los conceptos

básicos de esta área, se describen brevemente los algoritmos evolutivos

multi-objetivo más utilizados en la actualidad, así como las medidas

principales de desempeño que se utilizan en la literatura especializada.

En la parte final del capítulo se describen también algunos de los temas

de investigación en los que se está trabajando más dentro de esta área

en la actualidad.

El capítulo 7 está dedicado a las hiper-heurísticas, que son técnicas

que buscan proporcionar más flexibilidad que los algoritmos evolutivos

tradicionales al ser capaces de adaptarse a diversos tipos de proble-

mas y a diferentes instancias de una misma clase de problemas. Las

hiper-heurísticas son el eslabón intermedio entre las limitantes teóricas

relacionadas con la aplicabilidad de las metaheurísticas y el anhelado

sueño del diseño automatizado de algoritmos y, constituyen, sin lugar

a dudas, uno de los temas más ricos de investigación dentro de las

metaheurísticas.

Carlos Artemio Coello Coello
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Abreviaturas

AE Algoritmo Evolutivo

AG Algoritmo Genético
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Capítulo 1

Introducción a la Computación

Evolutiva

La computación evolutiva es un área de las ciencias de la computación

que se enfoca al estudio de las propiedades de una serie de metaheurís-

ticas estocásticas (a las cuales se les denomina “Algoritmos Evolu-

tivos”) inspiradas en la teoría de la evolución de las especies formu-

lada por Charles Darwin, según la cual los individuos “más aptos” a

su ambiente tienen una mayor probabilidad de sobrevivir.

Una metaheurística es un procedimiento de alto nivel que aplica

una regla o conjunto de reglas que se basa(n) en una fuente de cono-

cimiento. El énfasis de las metaheurísticas es explorar el espacio de

búsqueda de manera relativamente eficiente; es decir, mejor que una

búsqueda exhaustiva, aunque no necesariamente óptima. Las meta-

heurísticas suelen considerarse también como técnicas de búsqueda y

optimización de uso general, pese a sus restricciones teóricas [492].
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Además, suelen requerir de poca información específica del problema

y son útiles cuando el espacio de búsqueda es muy grande, poco cono-

cido y/o con dificultades para explorarlo. Cuando se usan para opti-

mización, no pueden garantizar, en general, que convergerán a la mejor

solución posible (es decir, al óptimo global del problema), si bien en

la práctica suelen producir aproximaciones razonablemente buenas en

tiempos razonablemente cortos.

Los Algoritmos Evolutivos (AEs) son metaheurísticas estocásticas

porque su comportamiento se basa en el uso de números aleatorios

y, por lo tanto, no necesariamente generan el mismo resultado cada

vez que se ejecutan. Los AEs se han aplicado exitosamente a diversos

tipos de problemas [155]. A lo largo de los años, se han desarrol-

lado al menos 2 tipos de AEs con base en el tipo de problemas que

pretenden resolver: (1) aquellos diseñados para resolver problemas

de optimización (sobre todo no lineal y combinatoria) y (2) aquellos

diseñados para resolver problemas de aprendizaje de máquina (sobre

todo de clasificación). Sin embargo, la investigación en computación

evolutiva no se ha limitado al desarrollo de nuevos algoritmos, sino

también al diseño de nuevos operadores, mecanismos de selección y

de representación, así como al modelado matemático de los AEs, el

estudio de las fuentes de dificultad en un espacio de búsqueda y su

correlación con los operadores de un AE y la hibridación de los AEs

con otro tipo de técnicas.

El resto de este capítulo está organizado de la siguiente manera.

Primero se revisan los antecedentes históricos de los AEs. Posteri-

ormente, se describen los tres principales tipos de AEs que existen
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(las estrategias evolutivas, la programación evolutiva y los algorit-

mos genéticos), así como una variante muy popular de los algoritmos

genéticos conocida como “programación genética”. En dicha descrip-

ción se incluyen algunas aplicaciones relevantes, así como una breve

discusión de trabajos de investigación que se han realizado en Méx-

ico. En la parte final del capítulo se mencionan otras metaheurísticas

bio-inspiradas con las que actualmente se trabaja en nuestro país.

También se proporciona una breve discusión sobre los orígenes de esta

área de investigación en México y se concluye con una breve discusión

de sus perspectivas futuras.

1.1 Antecedentes Históricos

La computación evolutiva tiene una historia larga y fascinante. En

sus orígenes, varios investigadores propusieron de manera totalmente

independiente diversos modelos computacionales con objetivos especí-

ficos, los cuales tenían en común su inspiración en la evolución natural.

Con el tiempo, las evidentes similitudes entre estas técnicas llevaron a

acuñar el término genérico “Algoritmo Evolutivo” en la década de los

noventa del siglo pasado [156]. En esta sección, se discuten brevemente

los acontecimientos más importantes de su historia. Cabe indicar que

muchas de las bases de la computación evolutiva se desarrollaron en

los sesenta y los setenta, cuando se propusieron los tres enfoques más

populares dentro de la computación evolutiva: i) la programación evo-

lutiva, ii) las estrategias evolutivas y iii) los algoritmos genéticos. Si

bien los tres enfoques se inspiraron en las mismas ideas, difieren en

3



sus detalles, como el esquema para representar soluciones y el tipo

de operadores adoptados. Adicinalmente se discuten otras propuestas

que se consideran importantes por su valor histórico, pese a que su

uso no llegó a popularizarse.

Wright [493] y Cannon [68] fueron los primeros investigadores que

vieron a la evolución natural como un proceso de aprendizaje en el

cual la información genética de las especies se cambia continuamente

a través de un proceso de ensayo y error. De esta forma, la evolución

puede verse como un método cuyo objetivo es maximizar la capacidad

de adaptación de las especies en su ambiente. Wright fue más lejos

e introdujo el concepto de “paisaje de aptitud” como una forma de

representar el espacio de todos los genotipos posibles junto con sus

valores de aptitud. Este concepto se ha utilizado extensamente en

computación evolutiva para estudiar el desempeño de los AEs [384].

Adicionalmente, Wright también desarrolló uno de los primeros estu-

dios que relacionan a la selección con la mutación, y concluyó que

éstas deben tener un balance adecuado para tener éxito en el pro-

ceso evolutivo. Las ideas de Wright se extendieron por Campbell [67],

quien afirmaba que el proceso de variación ciega combinado con un

proceso de selección adecuado constituye el principio fundamental de

la evolución.

Turing puede ser considerado también uno de los pioneros de la

computación evolutiva, pues reconoció una conexión (que a él le parecía

obvia) entre la evolución y el aprendizaje de máquina [458]. Especí-

ficamente, Turing afirmaba que para poder desarrollar una computa-

dora capaz de pasar la famosa prueba que lleva su nombre (con lo
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cual sería considerada “inteligente”), podría requerirse un esquema de

aprendizaje basado en la evolución natural. Turing ya había sugerido

antes que este tipo de métodos basados en la evolución podrían usarse

para entrenar un conjunto de redes análogas a lo que hoy conocemos

como “redes neuronales” [457]. De hecho, Turing incluso usó el tér-

mino “búsqueda genética” para referirse a este tipo de esquemas. Sin

embargo, debido a que su supervisor consideró que este documento

lucía más como un ensayo juvenil que como una propuesta científica

[64] el trabajo se publicó hasta 1968 [144], cuando existían ya algunos

algoritmos evolutivos y las ideas de Turing al respecto acabaron por

ser ignoradas.

Hacia finales de los cincuenta y principios de los sesenta se re-

alizaron varios avances relevantes que coincidieron con el período en

que las computadoras digitales se volvieron más accesibles. Durante

dicho período, se llevaron a cabo varios análisis de la dinámica pobla-

cional que aparece durante la evolución. Una revisión del estado del

arte en torno a este tema se presentó por Crosby en 1967 [102], quien

identificó tres tipos de esquemas:

1. Métodos basados en el estudio de formulaciones matemáticas que

emergen en el análisis determinista de la dinámica poblacional.

Estos esquemas usualmente presuponen un tamaño de población

infinito y analizan las distribuciones de los genes1 bajo distintas

circunstancias.
1Un gene es una secuencia de ácido desoxirribonucleico (ADN) que ocupa una

posición específica en un cromosoma. A su vez, un cromosoma es una estructura
dentro del núcleo de una célula que contiene el material genético que conforma a
un individuo.
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2. Enfoques que simulan la evolución pero que no representan ex-

plícitamente una población [101]. En estos métodos, las frecuen-

cias de los diferentes genotipos2 potenciales se almacenan para

cada generación, resultando en un esquema no escalable en tér-

minos del número de genes. Adicionalmente, se requiere una

representación matemática del sistema evolutivo.

3. Esquemas que simulan la evolución que mantienen una represen-

tanción explícita de la población. Fraser [164] fue pionero en este

tipo de métodos, los cuales se describen en una serie de artículos

publicados a lo largo de una década [165]. Las conclusiones prin-

cipales que se derivaron de dichos estudios se reúnen en un libro

seminal sobre el tema [163]. Desde su creación, este modelo se

aceptó ampliamente y se adoptó por varios investigadores. De

hecho, aunque existen varios detalles de implementación en los

que las simulaciones de Fraser difieren de los algoritmos evolu-

tivos modernos, algunos autores consideran al trabajo de Fraser

como la primera propuesta de un algoritmo genético [156]. Cabe

mencionar que aunque a nivel de la implementación la diferen-

cia principal entre la propuesta de Fraser y el algoritmo genético

moderno radica en que la primera usaba cromosomas diploides

(es decir, un par de cromosomas por individuo) mientras que el

segundo usa cromosomas haploides (es decir, un solo cromosoma

por individuo), conceptualmente, el trabajo de Fraser se centró

2Se llama genotipo a la información genética de un organismo. Esta informa-
ción (contenida en los cromosomas del organismo) puede o no ser manifestada u
observada en el individuo.
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en analizar la dinámica poblacional y no en resolver problemas,

que es la orientación típica de los algoritmos evolutivos.

En este mismo período otros investigadores propusieron esquemas

similares a un algoritmo evolutivo. De entre ellos, destacan Friedman,

Box y Friedberg por el impacto que su trabajo tuvo posteriormente.

Friedman [168] propuso el diseño automático de circuitos de control

usando un esquema inspirado en la evolución natural, al que denom-

inó “retroalimentación selectiva.” Su propuesta era muy diferente a los

algoritmos evolutivos modernos. Por ejemplo, no manejaba la noción

de población3 ni de generación.4 Además, no implementó su método y

planteó ciertas presuposiciones que resultaron demasiado optimistas.

No obstante, su trabajo se considera pionero dentro de un área que hoy

se conoce como “hardware evolutivo”, en la que se busca diseñar cir-

cuitos con algoritmos evolutivos (en los que se adopta frecuentemente

implementaciones en hardware).

Box [50] propuso una técnica a la que denominó “Operación Evo-

lutiva” (Evolutionary Operation, o EVOP) para optimizar el manejo

de procesos de la industria química. EVOP usa una solución base (el

“padre”) para generar varias soluciones adicionales (los “hijos”), mod-

ificando unos cuantos parámetros de producción a la vez. Posterior-

mente, un individuo se selecciona para pasar a la siguiente generación,

a partir de cierta evidencia estadística. Este sistema no era autónomo,

3La mayor parte de los algoritmos evolutivos modernos operan sobre un con-
junto de soluciones potenciales al problema que están resolviendo. A dicho con-
junto de soluciones se le denomina “población.”

4Los algoritmos evolutivos se ejecutan durante un cierto número de iteraciones,
a las cuales se les denomina “generaciones.”

7



pues requería de asistencia humana en los procesos de variación y se-

lección. De tal forma, EVOP puede considerarse como el primer algo-

ritmo evolutivo interactivo.

La contribución más importante de Friedberg [166] fue su intento de

generar automáticamente programas de computadora mediante un es-

quema evolutivo. En sus primeros trabajos [167], no identificó ninguna

relación específica entre su propuesta y la evolución natural; sin em-

bargo, dicha relación se identificó en publicaciones posteriores de sus

co-autores [127]. En sus primeros intentos, el objetivo era generar au-

tomáticamente programas pequeños con algunas funcionalidades sim-

ples basadas en un conjunto de instrucciones hechas a la medida.

Para poder dirigir la búsqueda a regiones prometedoras del espacio

de búsqueda, se incorporaba información dependiente del problema,

mediante la definción de un esquema de variación diseñado especí-

ficamente para el problema a resolverse. Pese al uso de operadores

especializados, el éxito de esta técnica fue limitado. Sin embargo, al-

gunos de los análisis realizados por Friedberg y sus co-autores fueron

particularmente importantes para algunos de los logros posteriores de

la computación evolutiva. Entre sus contribuciones más importantes,

destacan las siguientes:
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• La idea de dividir las soluciones candidatas en clases es precur-

sora de las nociones de paralelismo implícito5 y de esquema6 que

propusiera años después John Holland [214].

• Se probaron varios conjuntos de instrucciones, mostrándose, por

primera vez, la influencia del mapeo del genotipo al fenotipo.

• Se utilizó un algoritmo de asignación de crédito para medir la

influencia de las instrucciones, de manera aislada. Esta idea está

muy relacionada con el trabajo que realizara años después Hol-

land con los algoritmos genéticos y los sistemas de clasificadores.

Hay varios artículos más que no llamaron mucho la atención cuando

se publicaron originalmente, pero que propusieron técnicas que se

reinventaron varios años después. Por ejemplo, el trabajo de Reed,

Toombs y Barricelli [381] proporcionó varias innovaciones que se ase-

mejan mucho a los conceptos de auto-adaptación,7 cruza8 y coevolu-

ción9 que se usan hoy en día en computación evolutiva.

5El “paralelismo implícito” es una propiedad atribuída a los algoritmos genéti-
cos, la cual les permite explorar más eficientemente el espacio de búsqueda medi-
ante un proceso de estimación de la calidad de las soluciones.

6Un “esquema” es una abstracción usada para representar las soluciones que
procesa un algoritmo genético. Holland usó este concepto para analizar matemáti-
camente la forma en la que opera un algoritmo genético.

7La “auto-adaptación” es un mecanismo que permite que un algoritmo evolutivo
adapte por sí mismo los valores de sus parámetros.

8La “cruza” es un operador utilizado en los algoritmos evolutivos para hacer
que dos individuos intercambien material genético y produzcan descendientes (o
“hijos”) que combine dicho material.

9La “coevolución” es un modelo en computación evolutiva en el cual se usan dos
poblaciones que interactúan entre sí de tal forma que la aptitud de los miembros
de una de ellas depende de la otra población y vice versa. En otras palabras, en
este modelo, la evolución de una especie está condicionada a la de otra especie.
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1.2 Programación Evolutiva

Este tipo de algoritmo evolutivo se propuso originalmente por Law-

rence Fogel a principios de los sesenta, cuando realizaba investigación

básica en torno a inteligencia artificial para la National Science Foun-

dation, en Estados Unidos [159]. En esa época, la mayor parte de los

intentos existentes para generar comportamientos inteligentes usaban

al hombre como modelo. Sin embargo, Fogel consideró que, puesto

que la evolución fue capaz de crear a los humanos y a otras cria-

turas inteligentes, su simulación podría conducir a comportamientos

inteligentes [160].

Las ideas básicas de Fogel eran similares a las de algunos tra-

bajos que describimos anteriormente: usar mecanismos de selección

y variación para evolucionar soluciones candidatas que se adaptaran

mejor a las metas deseadas. Sin embargo, dado que Fogel desconocía

dichos trabajos, su propuesta puede considerarse una re-invención de

los esquemas basados en la evolución. Filosóficamente, las estruc-

turas de codificación utilizadas en la programación evolutiva son una

abstracción del fenotipo10 de diferentes especies [154]. Consecuente-

mente, la codificación de soluciones candidatas se puede adaptar li-

bremente para satisfacer los requerimientos del problema (es decir,

no se requiere codificar las soluciones en un alfabeto específico como

ocurre, por ejemplo, con el Algoritmo Genético, en donde las solu-

ciones normalmente se codifican usando un alfabeto binario). Dado

10El “fenotipo” es un término que se usa en genética para denotar los rasgos
físicos visibles de un individuo. En algoritmos evolutivos, el fenotipo se refiere al
valor decodificado de una solución candidata.
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Figura 1.1: Máquina de estados finitos como las usadas por Lawrence
Fogel en sus primeros experimentos con la Programación Evolutiva.
Los símbolos a la izquierda y a la derecha del “/” son de entrada y de
salida respectivamente. El estado inicial en este caso es el C.

que no es posible la recombinación sexual entre especies diferentes, la

Programación Evolutiva no incorpora un operador de cruza o recom-

binación. La ausencia del operador de cruza, la libertad de adaptar la

codificación y el uso de un operador de selección probabilístico11 (el

cual no se incorporó en las primeras versiones del algoritmo) son los

rasgos principales que distinguen a la programación evolutiva de los

demás algoritmos evolutivos.

En sus primeras versiones de la Programación Evolutiva, Fogel se

percató de que uno de los principales rasgos que caracterizan el com-

portamiento inteligente es la capacidad de predecir el ambiente, junto

con un mecanismo que permita traducir las predicciones a una re-

spuesta adecuada de manera que se logre el objetivo deseado. Por otra

11El uso de un operador de selección probabilístico implica que los individuos
menos aptos de la población tienen una probabilidad distinta de cero de ser selec-
cionados.
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Estado Actual C B C A A B
Símbolo de entrada 0 1 1 1 0 1
Símbolo siguiente B C A A B C
Símbolo de salida b a c b b a

Tabla 1.1: Esta tabla ilustra las transiciones de la máquina de estados
finitos que se muestra en la figura 1.1.

parte, un transductor de estados finitos es una máquina que permite

transformar una secuencia de símbolos de entrada en una secuencia

de símbolos de salida, como la que se ilustra en la figura 1.1. De-

pendiendo de los estados y transiciones, esta máquina se puede usar

para modelar diferentes situaciones y producir diferentes transforma-

ciones. Por tanto, Fogel la consideró como un mecanismo adecuado

para lidiar con el problema de generar comportamiento inteligente. En

sus primeros experimentos, su objetivo fue desarrollar una máquina

capaz de predecir el comportamiento de un ambiente, el cual se rep-

resentaba como una secuencia de símbolos de un alfabeto de entrada;

es decir, dados los símbolos generados previamente por el ambiente,

predecir el siguiente símbolo que emergerá del ambiente. Pensemos,

por ejemplo, que queremos obtener un transductor de estados finitos

como el que se muestra en la figura 1.1. Para este efecto se requiere

crear una tabla de transiciones como la que se muestra en la tabla 1.1.

En ésta se indica, para cada estado, el sigiente estado según la en-

trada, y el símbolo de salida. Fogel intentó generar estas máquinas de

manera automatizada (simulando la evolución), usando como entrada

los símbolos de salida de la tabla de transiciones. El objetivo era que

la Programación Evolutiva produjera una máquina de estados finitos

que generara los símbolos de salida deseados, sin intervención humana.
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El algoritmo original de Programación Evolutiva funcionaba de

la manera siguiente: Primero, se producía de manera aleatoria una

población con N máquinas de estados finitos. Posteriormente, cada

miembro de la población era mutado, creándose una población de hi-

jos del mismo tamaño de la de los padres. Fogel adoptó cinco tipos

de operadores de mutación: (1) agregar un estado, (2) borrar un es-

tado, (3) cambiar el estado siguiente de una transición, (4) cambiar

el símbolo de salida de una transición o (5) cambiar el estado inicial.

Los operadores de mutación se elegían aleatoriamente12 y, en algunos

casos, los hijos se mutaban más de una vez. Finalmente, los hijos

eran evaluados y se seleccionaban las N mejores máquinas (de entre

los padres e hijos). Cada máquina de estados finitos era evaluada en

términos de su capacidad para predecir correctamente los siguientes

símbolos en las secuencias conocidas. Inicialmente, la aptitud13 se cal-

culaba considerando un número pequeño de símbolos, pero conforme

la evolución progresaba, se agregaban más símbolos al conjunto de

entrenamiento. En sus primeros experimentos, Fogel realizó pruebas

con diferentes tipos de tareas de predicción: secuencias periódicas de

números, secuencias con ruido, ambientes no estacionarios, etc. Pos-

teriormente, consideró tareas más complejas como el reconocimiento

de patrones, la clasificación y el diseño de sistemas de control. Todo

este trabajo originó el que se considera el primer libro de computación

12Fogel experimentó con diversos esquemas para elegir el operador de mutación
más adecuado, pero al final, decidió adoptar un método de selección aleatorio.

13La “aptitud” de un individuo es una medida que permite comparar una solu-
ción con respecto a las demás. Si el problema a resolverse es de optimización,
normalmente la aptitud se define en términos de la función objetivo que se desea
optimizar.
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evolutiva de la historia [161]. Este trabajo fue muy importante porque

presenta, entre otras cosas, una de las primeras aplicaciones de la co-

evolución. También es importante enfatizar que en la mayor parte

de los primeros estudios en torno a la Programación Evolutiva, los

resultados computacionales presentados no eran muy amplios, debido

al limitado poder de cómputo de la época. La mayor parte de estos

experimentos iniciales fueron recapitulados y extendidos varios años

después, proporcionando una mayor comprensión de los verdaderos

alcances de la Programación Evolutiva [161].

En los años setenta la mayor parte de la investigación en torno

a la Programación Evolutiva se realizó bajo la tutela de Dearholt.

Una de las principales contribuciones de su trabajo fue la aplicación

de Programación Evolutiva a problemas prácticos. Por ejemplo, al

reconocimiento de patrones en expresiones regulares [278] y en carac-

teres manuscritos [98], así como para clasificar diferentes tipos de elec-

trocardiogramas [111]. Estos trabajos incorporaron varias novedades

algorítmicas. De entre ellas, tal vez las más importantes hayan sido

el uso simultáneo de varios operadores de mutación y la adaptación

dinámica de las probabilidades asociadas con los diferentes esquemas

de mutación.

A principios de los ochenta, la Programación Evolutiva se diversi-

ficó usando otras representaciones arbitrarias de las soluciones candi-

datas, a fin de resolver diferentes tipos de problemas. Eventualmente

se utilizó, por ejemplo, para resolver problemas de ruteo mediante

una codificación basada en el uso de permutaciones de enteros [161], y

para generar programas de computadora de manera automática, adop-
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tando una codificación de árbol [80]. Asimismo, se usaron vectores

de números reales para resolver problemas de optimización continua

[500] y para entrenar redes neuronales [370]. Durante este período, se

aceptaba comúnmente que el diseñar representaciones específicas para

un problema, junto con operadores especializados, permitía realizar

una búsqueda más eficiente [160]. De hecho, varios investigadores

defendían la posición de que el diseño de esquemas de mutación in-

teligentes podía evitar el uso de los operadores de recombinación [157].

En los noventa, el uso de la Programación Evolutiva en problemas

de optimización continua se extendió considerablemente. Durante este

período, se hicieron enormes esfuerzos por desarrollar esquemas auto-

adaptativos. Cuando se usa auto-adaptación, algunos parámetros del

algoritmo se codifican junto con las variables del problema, de tal

manera que los operadores evolutivos actúen sobre ellos y definan sus

valores. Bajo este tipo de esquema, las variables del problema son

llamadas parámetros objeto, mientras que los parámetros del algo-

ritmo evolutivo son denominados parámetros de la estrategia. En los

primeros intentos por incorporar auto-adaptación a la Programación

Evolutiva, se adaptaba el factor de escalamiento de la mutación Gaus-

siana [158]. En otras variantes más avanzadas se consideran varios

operadores de mutación simultáneamente [500]. Puesto que los es-

quemas auto-adaptativos resultaron tener un desempeño superior a

las variantes tradicionales, este mecanismo se volvió muy popular en

muchas de las implementaciones usadas para resolver problemas del

mundo real, particularmente cuando se adoptaba codificación medi-

ante vectores de números reales [155]. Cabe destacar que el mecanismo
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de auto-adaptación de la Programación Evolutiva para optimización

continua presenta varias similitudes con respecto al mecanismo adop-

tado en las Estrategias Evolutivas. La diferencia más significativa

es que la Programación Evolutiva no incorpora recombinación. Adi-

cionalmente, algunos detalles de implementación eran también difer-

entes en las primeras variantes auto-adaptativas de la Programación

Evolutiva [132]. Por ejemplo, el orden en el que se sometían a mu-

tación los parámetros objeto y los de la estrategia era diferente en

la Programación Evolutiva y las Estrategias Evolutivas, si bien estas

diferencias acabaron por desvanecerse con el tiempo. Además, existen

casos documentados en los que se ha podido mostrar que el uso exclu-

sivo del operador de mutación produce mejores resultados que cuando

se incorpora recombinación y viceversa [385]. Hay evidencia que in-

dica que es benéfico adaptar también los parámetros asociados con el

operador de cruza usado por las Estrategias Evolutivas [221], lo cual

hace que disminuyan las diferencias entre la Programación Evolutiva y

las Estrategias Evolutivas. Se hace notar, sin embargo, que el primer

mecanismo de auto-adaptación de parámetros para optimización con-

tinua se produjo en las Estrategias Evolutivas, por lo cual este tema se

discutirá a mayor detalle cuando hablemos de dicho tipo de algoritmo

evolutivo.

En la actualidad, la Programación Evolutiva es el tipo de algoritmo

evolutivo menos usado a nivel mundial. Aunque su uso original fue

en problemas de predicción, hoy en día se les suele usar más para

optimización en espacios continuos. Esto se refleja también en México,
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en donde existe muy poca evidencia de su uso para optimización mono-

objetivo [91] y multi-objetivo [92] en espacios continuos.

1.3 Estrategias Evolutivas

A mediados de la década de los sesenta, tres estudiantes de la Uni-

versidad Técnica de Berlín (Bienert, Schwefel y Rechenberg) estudi-

aban problemas prácticos de mecánica de fluídos y otras áreas simi-

lares con el fin de construir robots que pudieran resolver de manera

automatizada problemas de ingeniería [155]. Para este efecto, for-

mularon dichas tareas como problemas de optimización y desarrol-

laron máquinas autónomas que se modificaban automáticamente bajo

la aplicación de ciertas reglas. También intentaron aplicar algoritmos

clásicos de optimización. Sin embargo, debido a que los problemas que

querían resolver tenían ruido y eran multimodales, estos algoritmos

fueron incapaces de producir soluciones aceptables. Para enfrentar

esta problemática decidieron aplicar métodos de mutación y selección

análogos a la evolución natural. Rechenberg publicó el primer reporte

en torno a la nueva técnica, denominada “estrategia evolutiva”, apli-

cada a la minimización del arrastre total de un cuerpo en un túnel de

viento [378]. Posteriormente, resolvieron otros problemas tales como

el diseño de tubos y de boquillas hidrodinámicas [155].

Filosóficamente, la codificación de soluciones adoptada por las Es-

trategias Evolutivas es una abstracción del fenotipo de los individuos

[154]. Por esta razón se puede adoptar libremente la codificación de

soluciones candidatas, a fin de adaptarse mejor a los requerimientos
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del problema. Además, en las Estrategias Evolutivas se permite la re-

combinación de individuos, si bien este operador no fue implementado

en la versión original del algoritmo.

A la primera versión de este algoritmo se le conoce como la (1+1)-

EE (EE significa “Estrategia Evolutiva”). Su funcionamiento es el si-

guiente: primero, se crea una solución inicial de manera aleatoria y se

considera como “el padre”. Esta solución es mutada (es decir, el valor

de una de sus variables es modificado aleatoriamente) y al individuo

mutado se le denomina “el hijo”. La mutación se aplicaba siguiendo

una distribución binomial, a fin de aplicar mutaciones pequeñas más

frecuentemente que las mutaciones grandes, como ocurre en la natu-

raleza. La solución mutada se vuelve el padre si es mejor o igual que

el individuo que la originó. El nuevo padre se vuelve a mutar, repi-

tiéndose este proceso hasta alcanzar un cierto criterio de paro. Los

experimentos realizados por los creadores de esta técnica mostraron

que resultaba mejor que los métodos de optimización clásicos en prob-

lemas de alta complejidad.

En 1965, Hans-Paul Schwefel implementó por primera vez una Es-

trategia Evolutiva en una computadora de uso general y la aplicó a

problemas de optimización continua [406]. La contribución más im-

portante de Schwefel fue que incorporó una mutación Gaussiana con

media cero, y este operador se sigue usando a la fecha. El operador de

mutación se podía controlar mediante el ajuste de las desviaciones es-

tándar (es decir, el tamaño de paso) de la distribución Gaussiana. Los

estudios realizados por Schwefel en torno al tamaño de paso originaron

los primeros análisis teóricos de la Estrategia Evolutiva.
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Hacia finales de los sesenta se introdujo una versión de la Estrate-

gia Evolutiva que usaba una población con varios individuos. Esta

primera versión poblacional fue denominada (µ + 1)-EE, y adoptaba

µ individuos, los cuales se usaban para crear un nuevo individuo por

medio de operadores de recombinación y mutación. Posteriormente,

los µ mejores individuos de entre los µ+ 1 existentes se seleccionaban

para sobrevivir. Este esquema es muy similar a la selección de estado

uniforme [490] que se volvió popular años más tarde en los algoritmos

genéticos. Con el tiempo, las Estrategias Evolutivas permitieron adop-

tar cualquier número de padres y de hijos. Además, se comenzaron a

utilizar dos esquemas de selección: la (µ + λ)-EE y la (µ, λ)-EE. En

la primera, µ padres generan λ hijos y sobreviven los µ mejores de la

unión de ellos (padres e hijos). En la segunda, µ padres generan λ

hijos y sobreviven los µ mejores hijos.

Las primeras publicaciones sobre las Estrategias Evolutivas fueron

escritas en alemán, lo cual limitó su acceso. Sin embargo, en 1981,

Schwefel publicó el primer libro sobre este tema en inglés [407]. Desde

entonces, un número importante de investigadores en el mundo las

han estudiado y aplicado extensamente. En México, se han utilizado

para resolver problemas de procesamiento de imágenes [186] y para

optimización no lineal con restricciones [298].

El libro de Schwefel se enfoca en el uso de las Estrategias Evolu-

tivas para optimización continua, que es de hecho el área en la que

esta técnica ha tenido mayor éxito. En éste se discute, entre otros

temas, el uso de diferentes tipos de operadores de recombinación y la
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adaptación de las distribuciones Gaussianas utilizadas para el oper-

ador de mutación.

En los estudios iniciales del operador de recombinación se pro-

pusieron cuatro esquemas posibles, combinando dos propiedades difer-

entes. Primero, se proporcionaron dos opciones para el número de

padres involucrados en la creación de un hijo: i) recombinación bisex-

ual (o local) y ii) recombinación multisexual (o global). En la primera

se seleccionan dos padres y éstos se recombinan entre sí, produciendo

así la solución candidata del hijo. En la segunda, se seleccionan difer-

entes padres para ir generando cada variable de la solución candidata

del hijo. También hay dos opciones para combinar los valores de los

padres: la denominada “recombinación discreta”, en la que uno de

los valores se selecciona aleatoriamente, y la denominada “recombi-

nación intermedia”, en la que se calcula el promedio de los valores de

los padres. En estos esquemas de recombinación no se puede especi-

ficar la cantidad de padres que toman parte en cada recombinación.

Rechenberg [380] propuso una generalización que cambia esta restric-

ción. En este caso, se usa un nuevo parámetro, denominado ρ para

especificar el número de padres que tomarán parte en la creación de

cada individuo. Esto originó las variantes denominadas (µ/ρ, λ)-EE

y (µ/ρ + λ)-EE. Posteriormente, se propusieron otras versiones que

asignaban pesos a la contribución de cada uno de los individuos que

participaban en la recombinación [33].

Pese a utilizar recombinación, el operador principal de las Estrate-

gias Evolutivas es la mutación. Como se indicó anteriormente, este

operador se suele basar en una distribución Gaussiana con media cero.
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En la mayor parte de los casos, los individuos se perturban mediante la

adición de un vector aleatorio generado de una distribución Gaussiana

multivariada. En otras palabras, se usa la expresión siguiente:

x
(t+1)
i = xti +Ni(0, C) (1.1)

donde t es la iteración actual, x(t+1)
i es el nuevo individuo, gener-

ado a partir de xti, C representa una matriz de covarianza y N(0, C)

devuelve un número aleatorio con media cero. De tal forma, el nuevo

individuo (es decir, el “hijo”) se crea a partir del anterior (el “padre”)

mediante una perturbación aleatoria a una de sus variables. Desde los

orígenes de las Estrategias Evolutivas, resultó claro que este tipo de

mecanismo podría tener un efecto significativo en el desempeño del al-

goritmo. Consecuentemente, se han desarrollado diversos métodos de

adaptación durante la ejecución del algoritmo. Los primeros esquemas

de este tipo se originaron de los estudios realizados por Rechenberg

[379], quien analizó las propiedades de convergencia de las Estrate-

gias Evolutivas en relación a la frecuencia relativa de las mutaciones

exitosas (si el hijo es mejor que su padre en términos del valor de la fun-

ción objetivo). Este trabajo condujo al primer esquema adaptativo en

el cual el tamaño de paso global se ajusta mediante un procedimiento

en línea con el objetivo de producir mutaciones exitosas con una tasa

igual a 1/5. Este procedimiento se conoce como la “regla de éxito 1/5”.

Esta regla hace ajustes a la desviación estándar cuando la tasa de éxito

no es exactamente 1/5, bajo la premisa que esta tasa de mutaciones

exitosas es la ideal. Es importante hacer notar que dicha regla no es

general, lo cual originó las versiones auto-adaptativas de las Estrate-
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gias Evolutivas. En el primer esquema de este tipo, el único parámetro

adaptado fue el tamaño de paso global. Sin embargo, con los años, se

desarrollaron esquemas auto-adaptativos mucho más sofisticados.

Otro punto interesante en torno a las Estrategias Evolutivas es que

si se adapta toda la matriz de covarianza, pueden inducirse correla-

ciones entre las mutaciones realizadas, en las cuales se involucran difer-

entes parámetros, lo cual hace más apropiado su uso para lidiar con

funciones no separables. El primer esquema en el cual se adapta toda

la matriz de covarianza fue propuesto por Schwefel [407]. En este caso,

el sistema coordenado en el cual se realiza el control del tamaño de

paso, así como los tamaños de paso mismos, se auto-adaptan. Se hace

notar, sin embargo, que este esquema no ha sido muy exitoso, porque

requiere de tamaños de población muy grandes para operar adecuada-

mente. Una alternativa más eficiente es la Estrategia Evolutiva con

un esquema de adaptación de la matriz de covarianza propuesta por

Hansen y Ostermeier conocida como CMA-ES [203]. En este esquema

se combinan dos técnicas diferentes de auto-adaptación con el obje-

tivo de construir matrices de covarianza que maximicen la creación de

vectores de mutación que fueron exitosos en generaciones anteriores.

Esta técnica es muy compleja y requiere de varios parámetros, lo cual

ha dado pie a variantes más simples y con menos parámetros [44].

Finalmente, existen también esquemas que favorecen ciertas direc-

ciones de búsqueda sin adaptar toda la matriz de covarianza. Por

ejemplo, Poland y Zell [366] propusieron utilizar la dirección principal

de descenso para guiar la búsqueda. La mayor ventaja de este tipo de

esquemas es que reducen la complejidad computacional en términos
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de tiempo y espacio. Sin embargo, dado que el tiempo para calcular

las matrices de covarianza no es significativo con respecto al de la eval-

uación de la función objetivo (sobre todo, si el problema es costoso en

términos de tiempo de cómputo), este tipo de esquemas no ha sido

muy popular, aunque puede resultar útil en problemas con un gran

número de variables, pues en ese caso, el costo de calcular matrices de

covarianza se incrementa de manera significativa.

Las Estrategias Evolutivas son una opción muy buena para resolver

problemas de optimización continuos en los que todas las variables son

números reales, aunque en años recientes han sido desplazadas por

metaheurísticas como la evolución diferencial [373], que resultan más

fáciles de implementar y usar.

1.4 Algoritmos Genéticos

John Holland [214] identificó la relación entre el proceso de adaptación

que existe en la evolución natural y la optimización, y conjeturó que

dicho proceso podría jugar un papel crítico en otras áreas tales como el

aprendizaje, el control automático o las matemáticas. Su objetivo ini-

cial era estudiar de manera formal la adaptación y propuso un entorno

algorítmico inspirado en estas ideas, al cual denominó originalmente

“planes reproductivos y adaptativos”, pero que después renombró como

“Algoritmo Genético”. El funcionamiento de estos algoritmos se basa

en la modificación progresiva de un conjunto de estructuras de datos

con el objetivo de adaptarlas a un cierto ambiente. La forma especí-

fica de realizar dichas adaptaciones está inspirada en la genética y
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en la evolución natural. Sin embargo, en poco tiempo, los Algorit-

mos Genéticos se volvieron solucionadores de problemas en áreas tales

como el aprendizaje de máquina14 y el control automático. Sin em-

bargo, su uso más extendido ha sido en optimización, tanto en espacios

discretos como en espacios continuos.

Filosóficamente, la codificación utilizada en los Algoritmos Genéti-

cos es una abstracción del genotipo de los individuos. En este caso,

sin importar el tipo de variables que tenga el problema, éstas se deben

codificar en binario. Aunque hoy en día es posible usar otras codi-

ficaciones, Holland argumentó que el alfabeto binario es universal y

presenta varias ventajas, tanto de tipo práctico como teórico. Sin

embargo, pese a sus ventajas tiene la desventaja evidente de que se

requiere de un proceso de decodificación para convertir la cadena bi-

naria en la variable que codifica. Asimismo, el uso de la codificación

binaria puede en algunos casos introducir problemas debido a la dis-

cretización de un espacio de búsqueda que originalmente no era dis-

creto (por ejemplo, cuando las variables son números reales). Tales

problemas van desde usar una precisión inadecuada hasta el manejo

de cadenas binarias de gran tamaño, con las cuales es más ineficiente

operar dentro del Algoritmo Genético.

A cada cadena binaria que codifica una variable se le denomina

gene, y cada bit dentro de un gene se conoce como alelo. A la con-

catenación de todos los genes (es decir, al conjunto de todas las vari-

ables del problema) se le denomina cromosoma, como se ilustra en la

14Los Algoritmos Genéticos dieron pie a los Sistemas de Clasificadores, en los
cuales se evolucionaron conjuntos de reglas del tipo IF-THE-ELSE para resolver
problemas de clasificación.
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Figura 1.2: Estructura de una cadena cromosómica para un problema
con dos variables (“gene 1” y “gene 2” corresponden a dichas variables).

figura 1.2. Un individuo está formado normalmente por un cromo-

soma (es decir, se considera una estructura haploide, pese a que en

la naturaleza es muy común que las especies tengan una estructura

diploide, es decir, con dos cromosomas).

La forma de operar de un Algoritmo Genético es bastante simple.

Se parte de un conjunto de soluciones que se generan aleatoriamente

al que se conoce como la “población inicial”. Para cada una de estas

soluciones (o “individuos”) se debe calcular un valor de aptitud. Dicho

valor está en función del objetivo que se quiere optimizar, aunque por

lo general, requiere algún proceso de normalización a fin de evitar valo-

res de aptitud negativos o divisiones entre cero. Las parejas de padres

que se reproducirán se seleccionan de acuerdo a su valor de aptitud

(los mayores de toda la población). En la versión original del Algo-

ritmo Genético, se utiliza un esquema de selección proporcional, lo que

significa que los individuos más aptos tienen mayor probabilidad de

sobrevivir. Sin embargo, los menos aptos tienen una probabilidad dis-

tinta de cero de ser seleccionados y podrían volverse padres también.

Los individuos seleccionados se recombinan mediante un operador de
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cruza para generar la población de hijos, a la cual se aplica el oper-

ador de mutación. Los hijos mutados conforman la nueva población

que reemplaza por completo a la población anterior. El proceso se

repite hasta cumplirse un cierto criterio de paro, que normalmente es

un número máximo de generaciones (o iteraciones). La tabla 1.2 mues-

tra una población hipotética de 5 individuos de un algoritmo genético,

incluyendo los cromosomas y las aptitudes correspondientes.

Individuo No. Cromosoma Aptitud % del Total
1 11010110 254 24.5
2 10100111 47 4.5
3 00110110 457 44.1
4 01110010 194 18.7
5 11110010 85 8.2

Total 1037 100.0
Tabla 1.2: Ejemplo de una población de 5 individuos, cuyos cromoso-
mas contienen 8 bits cada uno. En la tercera columna se muestra la
aptitud (calculada mediante una función hipotética).

La figura 3 ilustra el funcionamiento de un método de selección

proporcional conocido como “la ruleta”. El triángulo negro es un pi-

vote. En la selección por el método de la ruleta, se simula el giro

aleatorio de un disco que contiene a los individuos de la población y

en cada giro se selecciona como padre al individuo que marca el pivote

al detenerse la ruleta.

La porción que cada individuo ocupa en la ruleta corresponde a

su aptitud, de tal forma que los individuos más aptos tengan mayor

probabilidad de seleccionarse y recombinarse mediante alguno de los

varios tipos de cruzas disponibles. Las figuras 1.4 y 1.5 ilustran el
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Figura 1.3: Método de selección de la ruleta (uno de los métodos de
selección proporcional que se usan con los algoritmos genéticos). Los
5 individuos de la tabla 1.2 se colocan en una rueda, en la cual cada
subdivisión corresponde a su proporción de aptitud con respecto al to-
tal. En esta técnica de selección se simula el giro de una ruleta, de tal
forma que seleccionamos como padre al individuo donde la ruleta se
detiene. Evidentemente, los individuos más aptos tienen mayor prob-
abilidad de ser seleccionados, pero los menos aptos también podrían
ser seleccionados como padres, aunque su probabilidad es muy baja.
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Figura 1.4: Cruza de un punto. Nótese cómo la cruza entre dos padres,
produce dos hijos. El hijo 1 tiene los primeros 4 bits del padre 1 y los
otros 4 del padre 2. El hijo 2 contiene los primeros 4 bits del padre 2
y los otros 4 del padre 1.

funcionamiento de la cruza de un punto y la cruza de 2 puntos, re-

spectivamente.

Finalmente, cada uno de los hijos que se producen mediante la

cruza es mutado, como se ilustra en la figura 1.6.

Con los años, se desarrollaron distintas variantes del Algoritmo

Genético que involucran el uso de esquemas de selección deterministas

y de estado uniforme (en los cuales se reemplaza a un solo individuo

de la población a cada iteración, en vez de reemplazarlos a todos),

codificaciones no binarias, operadores de cruza y de mutación muy

sofisticados y/o altamente especializados para un dominio en particu-

lar, cromosomas diploides y multiploides, así como otro tipo de ope-

radores tales como la inversión, la traslocación y la segregación [184].

Un aspecto distintivo de los Algoritmos Genéticos es que se ha

considerado tradicionalmente que el operador de cruza es su fuente de
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Figura 1.5: Cruza de dos puntos. El hijo contiene tiene los 2 primeros
y 2 últimos últimos bits 2 del padre 1 y los bits complementarios del
padre 2. El hijo 2 tiene los 2 primeros y 2 últimos bits del padre 2 y
los bits complementarios del padre 1.

Figura 1.6: Ejemplo del operador de mutación de un algoritmo
genético. En este caso, se muta la posición 6 de la cadena original. El
operador aplica un “NOT” a la posición original, con lo cual se cambia
el cero original a uno.
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mayor poder, y que el operador de mutación es sólo complementario,

como un esquema para mantener diversidad y para mantener el espacio

de búsqueda completamente conectado. Esta filosofía se contrapone a

la de las Estrategias Evolutivas en las que la mutación es el operador

principal y la cruza es sólo un operador secundario y a la Programación

Evolutiva en la que sólo se usa la mutación.

En su libro de 1975, Holland trató de modelar el funcionamiento

del Algoritmo Genético a través de su “Teorema de los Esquemas” en

el que deriva una fórmula que proporciona la probabilidad de que un

cierto patrón de bits (denominado “esquema”) sobreviva a los efectos

de la selección, la cruza y la mutación [214]. Con el paso de los años, se

desarrollaron modelos matemáticos mucho más sofisticados para inten-

tar explicar el funcionamiento de un Algoritmo Genético, incluyendo

aquellos que se basan en cadenas de Markov y los que se basan en

mecánica estadística [132]. La primera demostración de convergencia

de un Algoritmo Genético ordinario [397] (llamado “canónico”) mostró

que debe usarse un operador conocido como “elitismo” para poder

garantizar convergencia. Este operador consiste en retener al mejor

individuo de cada generación y pasarlo intacto a la generación siguien-

te, sin cruzarlo ni mutarlo.

En México, se ha hecho investigación muy relevante en torno a los

Algoritmos Genéticos, tanto en el contexto de aprendizaje de máquina15

como en el de optimización mono-objetivo y multi-objetivo.16 Tam-

15Por ejemplo, hay grupos de investigación en el ITESM Campus Monterrey y
el INAOE.

16Hay grupos de investigación que han abordado estos temas en la Universidad
Veracruzana, la Universidad de Guadalajara, el CINVESTAV-IPN, la Universidad
Autónoma de Querétaro, el CICESE, el CIMAT y la UNAM.
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bién se hace investigación en torno al uso de algoritmos genéticos y

sus variantes en electrónica (el denominado “hardware evolutivo”),17

visión,18 bioinformática,19 finanzas,20 criptografía,21 procesamiento de

imágenes,22 y diseño.23 Asimismo, hay grupos de investigación que

han abordado el estudio de los operadores evolutivos24 y de aspectos

teóricos de los algoritmos genéticos.25 En nuestro país se ha abordado

también el estudio de la programación genética,26 una variante del

algoritmo genético propuesta por John Koza [240] en la que se usa una

codificación de árbol para evolucionar programas.

1.5 Otras Metaheurísticas Bio-Inspiradas

En México se han estudiado también varias otras metaheurísticas bio-

inspiradas, de entre las que destacan las siguientes:

Cúmulos de Partículas: Propuesta por Kennedy y Eberhart a me-

diados de los noventa [230] simula el movimiento de un conjunto de

partículas en un fluído (agua o aire). Las trayectorias se definen a

partir de una fórmula muy simple que involucra la velocidad de cada

17En el INAOE y el CIMAT.
18En el CICESE.
19En el CICESE y el ITESM Campus Estado de México.
20En el ITESM Campus Monterrey, el CINVESTAV-IPN y el Banco de México.
21En el CIC-IPN y el CINVESTAV-IPN.
22En el ITESM Campus Guadalajara, el CIMAT, el CICESE y el CINVESTAV-

IPN.
23En el Instituto Tecnológico Autónomo de México (ITAM).
24En la Universidad de Guadalajara y el CINVESTAV-IPN.
25En la UNAM y el CINVESTAV-IPN
26En la UNAM, INFOTEC, CINVESTAV-IPN y el CICESE.
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partícula, un factor de inercia y la influencia de la mejor solución que

se haya obtenido para una partícula individual y para todo el cúmulo.

Hay grupos de investigación que han usado la optimización mediante

cúmulos de partículas, sobre todo para optimización mono-objetivo y

multi-objetivo.27

Sistemas Inmunes Artificiales: Busca simular el comportamiento

de nuestro sistema inmune, el cual nos defiende de las enfermedades

que invaden nuestro cuerpo en forma de “antígenos”. Para ello, el sis-

tema inmune genera células denominadas “anticuerpos”, que tienen la

capacidad de acoplarse a los antígenos a fin de anularlos. Los primeros

modelos computacionales del sistema inmune datan de los ochenta y

fueron popularizaron por Stephanie Forrest, quien realizó aportaciones

clave en esta área [323]. Hoy en día existen diversas propuestas de mo-

delos computacionales basados en sistemas inmunes, de entre los que

destacan la selección negativa, la selección clonal y el modelo de red

inmune. De ellos, la selección clonal ha sido el más utilizado en la

literatura especializada (sobre todo para resolver problemas de opti-

mización). Los sistemas inmunes artificiales se han usado por grupos

de investigación en México para abordar problemas de criptografía y

de optimización mono-objetivo y multi-objetivo.28

Evolución Diferencial: Propuesta por Kenneth Price y Rainer Storn

a mediados de los noventa [373], se puede ver más bien como un

método de búsqueda directa, en el que se trata de estimar el gradiente

27En CINVESTAV-IPN, unidades Tamaulipas, Guadalajara y Zacatenco.
28En el ITESM Campus Estado de México, el CIC-IPN y el CINVESTAV-IPN.
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en una región (y no en un punto), mediante el uso de un operador que

recombina a 3 individuos. Pese a que su diseño luce muy simple, esta

técnica es sumamente poderosa para realizar optimización en espacios

continuos, y produce resultados equiparables e incluso superiores a

los obtenidos por las mejores Estrategias Evolutivas que se conocen,

pero usando menos parámetros y con implementaciones mucho más

sencillas. Hay grupos de investigación en México que han utilizado la

evolución diferencial en diferentes problemas de optimización mono-

objetivo y multi-objetivo.29

Colonia de Hormigas: Propuesta por Marco Dorigo a principios de

los noventa [124], simula el comportamiento de un grupo de hormigas

que salen de su nido a buscar comida. Durante su recorrido segre-

gan una sustancia llamada “feromona”, la cual pueden oler las demás

hormigas. Al combinarse los rastros de feromona de toda la colonia,

la ruta resultante es la más corta del nido a la comida. En el modelo

computacional desarrollado por Dorigo se considera un factor de evap-

oración de la feromona y se debe poder evaluar una solución parcial al

problema. En su versión original, esta metaheurística se podía utilizar

sólo para problemas que se mapearan al problema del viajero. Sin em-

bargo, con los años se desarrollaron versiones más sofisticadas que se

pueden aplicar a otros tipos de problemas combinatorios e incluso a

problemas continuos. En México, existen grupos de investigación que

han utilizado esta metaheurística para resolver problemas de diseño de

29En la Universidad Veracruzana y el CINVESTAV-IPN.
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circuitos y de optimización mono-objetivo y multi-objetivo en espacios

continuos.30

1.6 La Computación Evolutiva en México

Los orígenes de la investigación en computación evolutiva en México se

remontan a finales de los años ochenta en el Instituto Tecnológico y de

Estudios Superiores de Monterrey (ITESM) Campus Monterrey y en

la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM). En el ITESM

se creó el Centro de Inteligencia Artificial en 1989 (hoy llamado Centro

de Sistemas Inteligentes) el cual, casi desde su inicio, tuvo interés en

estudiar Sistemas Inspirados en la Naturaleza. Manuel Valenzuela

Rendón (doctorado en 1989 bajo la supervisión de David E. Goldberg

en la Universidad de Alabama, Estados Unidos) fue tal vez el primer

doctor especializado en computación evolutiva en México. De hecho,

Goldberg lo menciona en los agradecimientos de su famoso libro de

algoritmos genéticos [184].

En la UNAM existen tesis de licenciatura y doctorado de finales de

los ochenta y principios de los noventa, dirigidas por Germinal Cocho

Gil, que utilizan el método de Monte Carlo y algoritmos genéticos [303,

23, 304], si bien las primeras tesis que utilizan el término “algoritmo

genético” en su título, se remontan a 1993.31

30En CINVESTAV-IPN.
31Comunicación personal de la Dra. Katya Rodríguez Vázquez, quien realizó

diversas consultas a la base de datos de tesis doctorales de la UNAM para propor-
cionar este dato.
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Hacia la segunda mitad de los noventa, existían ya cursos sobre

computación evolutiva en instituciones tales como el Centro de Investi-

gación en Computación del Instituto Politécnico Nacional (CIC-IPN),

la Maestría en Inteligencia Artificial de la Universidad Veracruzana y

la UNAM.

Actualmente, existen diversos posgrados en México en los cuales

es posible obtener una maestría y un doctorado en computación con

especialidad en computación evolutiva. Por ejemplo, en el Centro de

Investigación y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Na-

cional (CINVESTAV-IPN), el Centro de Investigación en Matemáticas

(CIMAT), el Instituto de Investigación en Matemáticas Aplicadas y

Sistemas de la UNAM (IIMAS-UNAM), el CIC-IPN, la Universidad

de Guadalajara, el Instituto Nacional de Astrofísica, Óptica y Elec-

trónica (INAOE), el Centro de Investigación Científica y de Educación

Superior de Ensenada (CICESE), INFOTEC (Centro de Investigación

e Innovación en Tecnologías de la Información y Comunicación) y en

el ITESM.

1.7 Perspectivas Futuras

La investigación en torno a la computación evolutiva ha tenido un

crecimiento importante en México en los últimos años. Hoy en día,

existe un número considerable de investigadores que trabajan con dis-

tintos tipos de algoritmos evolutivos y con otras metaheurísticas bio-

inspiradas, no sólo en torno a aplicaciones, sino también en inves-

tigación básica (por ejemplo, diseño de nuevos algoritmos, análisis
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teórico y estudio de operadores). Como se indicó anteriormente, exis-

ten también varios programas de maestría y doctorado reconocidos en

el Padrón Nacional de Posgrado de CONACyT, en los cuales es posible

especializarse en computación evolutiva. Asimismo, existen grupos de

investigación que colaboran con investigadores de varios países32 y que

tienen amplia visibilidad internacional.

En años recientes, ha habido también una creciente participación

de estos grupos en los congresos internacionales más importantes del

área: la Genetic and Evolutionary Computation Conference, el IEEE

Congress on Evolutionary Computation y Parallel Problem Solving

from Nature. Sin embargo, son todavía muy pocos los grupos de in-

vestigación de México que publican en las revistas más reconocidas del

área: IEEE Transactions on Evolutionary Computation, Evolutionary

Computation y Genetic Programming and Evolvable Machines. Esto

puede deberse a que varios de los grupos de investigación están con-

formados por doctores jóvenes en proceso de consolidación y también

porque algunos de los grupos actuales están orientados al desarrollo

de aplicaciones y prefieren publicar en revistas no especializadas en

computación evolutiva.

Finalmente, es deseable que los grupos de investigación en com-

putación evolutiva existentes en México que son relativamente re-

cientes se consoliden y que su visibilidad aumente; sin duda existen la

32Todos los grupos de investigación de México mencionados a lo largo de este
capítulo han tenido colaboraciones con investigadores de países tales como Esta-
dos Unidos, Reino Unido, Australia, España, Chile, Francia, Holanda, Alemania,
China y Japón.
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masa crítica y el potencial para que eso ocurra, dada la cantidad de

colaboraciones internacionales con las que ya cuenta.
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Capítulo 2

Evolución Diferencial: Una

Breve Introducción

En este capítulo se hace una descripción general del algoritmo de

Evolución Diferencial. Este tipo de algoritmo evolutivo representa una

excelente alternativa para encontrar soluciones cercanas al óptimo a

problemas de optimización continua complejos. Debido a la simplici-

dad de su implementación y sus excelentes habilidades de exploración

y explotación, diversas variantes de este algoritmo se han aplicado para

resolver problemas con diferentes características. En este capítulo se

describen los elementos básicos del algoritmo, así como las diferentes

variantes que se han desarrollado para mejorar su desempeño.

38



2.1 Introducción

Con el nombre de algoritmos evolutivos se identifica a un grupo de

procedimientos que se utilizan para resolver muchos problemas prácti-

cos y que se distinguen de otras técnicas porque están inspirados en las

teorías que sintetizan la evolución Darwiniana y la herencia genética

descrita por Mendel [93]. Los algoritmos evolutivos han probado ser

herramientas poderosas para encontrar soluciones aceptables a prob-

lemas donde otras técnicas fallan o consumen una excesiva cantidad

de tiempo. Estos algoritmos se destacan por combinar exitosamente

dos mecanismos de búsqueda: exploración y explotación. La explo-

ración permite identificar áreas prometedoras del espacio de búsqueda

y la explotación lleva a cabo una búsqueda especializada dentro de es-

tas áreas para encontrar soluciones cercanas al óptimo. Su aplicación

se extiende en prácticamente todas las áreas de la actividad humana

como por ejemplo en salud [469], educación [416], ciencias [497], in-

dustria [484], economía [52] y defensa [499]. Los algoritmos evolutivos

también han sido utilizados en áreas emergentes como la ciencia de

datos [293], la inteligencia de negocios [149] y el big data [45]. En es-

tos algoritmos un conjunto de soluciones candidatas evoluciona para

alcanzar una solución cercana al óptimo por la aplicación de proced-

imientos que permiten recombinar y alterar sus valores. En la jerga

de los especialistas del área, una solución candidata se conoce como

individuo, al conjunto de soluciones se denomina población y los pro-

cedimientos involucrados en el proceso evolutivo se identifican como

operadores de selección, cruzamiento y mutación. Comúnmente dos

individuos son seleccionados y sus valores son recombinados, y algunas
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veces mutados, para crear nuevas soluciones candidatas. Los nuevos

individuos son considerados parte de una nueva población que susti-

tuye a la anterior. Entonces, una secuencia de nuevas poblaciones son

creadas hasta que una condición de término es alcanzada y la mejor

solución de las última población es seleccionada como resultado del

algoritmo. Este proceso evolutivo es guiado por una función de apti-

tud que determina la calidad de cada individuo en la población. La

figura 2.1 muestra el esquema general de un algoritmo evolutivo. A lo

Figura 2.1: Esquema general de un algoritmo evolutivo.

largo de su desarrollo histórico, varios tipos de algoritmos evolutivos

han sido implementados difiriendo en la forma de representar a sus

individuos y en la implementación de sus operadores genéticos. Aún

cuando en los años 50 varios autores introducen los términos evolución

y proceso evolutivo en sus propuestas para resolver diversos problemas

[50, 166, 54], es en los años 60 cuando se sientan las bases del desarrollo

de los algoritmos evolutivos con la introducción de tres técnicas: la

Programación Evolutiva, las Estrategias Evolutivas y los Algoritmos

Genéticos. Fogel propone en 1962 [159] la Programación Evolutiva
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donde las soluciones candidatas se representan con máquinas de es-

tados finitos y Rechenberg [378] y Schwefel en 1965 [406] desarrollan

las Estrategias Evolutivas que codifican sus individuos con vectores de

números reales. Los Algoritmos Genéticos introducidos en 1962 por

Holland [213] son sin duda el tipo de algoritmo evolutivo más pop-

ular. Estos algoritmos tradicionalmente utilizan una cadena binaria

para representar a sus individuos, aunque también se han utilizado

cadenas de enteros [193] y secuencias de números reales [488]. Desar-

rollos posteriores a estas técnicas han aportado al éxito de los algo-

ritmos evolutivos, destacándose la Programación Genética [239], los

Algoritmos Coevolutivos [212, 371], los Algoritmos Culturales [382],

el algoritmo de Evolución Diferencial [435], los Algoritmos de Esti-

mación de Distribuciones [318], la Evolución Gramatical [398] y la

Programación de Expresión de Genes [151]. Cada uno de estos algo-

ritmos tienen sus ventajas y sus propios desafíos, y han sido utilizados

para resolver diferentes tipos de problemas. La figura 2.2 muestra un

esquema del desarrollo histórico de los algoritmos evolutivos. En par-

ticular, el algoritmo de Evolución Diferencial ha demostrado ser muy

competitivo y exitoso para resolver problemas numéricos complejos en

comparación con otros algoritmos [472, 354, 82].

2.2 El algoritmo de Evolución Diferencial

Evolución Diferencial (DE por sus siglas en inglés) es un tipo de algo-

ritmo evolutivo que fue originalmente diseñado por Storn y Price en

1995 para resolver problemas de optimización continua [435]. En par-
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Figura 2.2: Línea del tiempo del desarrollo de los algoritmos evolu-
tivos.

ticular, en este algoritmo cada individuo usualmente se representa con

un vector de valores continuos x =
(
x1, x2, . . . , xn

)
de n parámetros.

Además, en lugar de implementar los operadores de cruza y mutación

tradicionales, el algoritmo crea cada nuevo individuo con una combi-

nación lineal de los valores de dos o más individuos de la población

actual que son seleccionados al azar. La forma en que se implementan

los operadores de cruza y mutación se ha utilizado en la literatura

para identificar las diferentes variantes del algoritmo. DE/A/B/C es la

notación comúnmente usada para nombrar estas variantes, donde A y

B determinan el tipo de mutación implementado, y C identifica el tipo

de cruza implementado por la variante. En particular, A representa

el procedimiento de selección de los individuos para construir el indi-

viduo mutado, y B es el número de vectores diferencia usados para el

operador de mutación. DE puede considerarse un proceso de tres pa-

sos que incluye una fase de inicialización, el proceso evolutivo y el paso

final que determina el resultado obtenido. La fase de inicialización in-

volucra la selección y evaluación de un grupo de NP individuos que son

generados aleatoriamente de un espacio de búsqueda finito Ω ⊆ Rn los
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cuales se utilizan como población inicial del algoritmo, conocido como

X0. Si para cada j ∈
{

1, . . . , n
}
, xmin

j y xmax
j son los valores mínimo y

máximo del j-ésimo parámetro en Ω, el valor xij del i-ésimo individuo

xi en la población inicial es determinado como sigue:

xij = xmin
j + r

(
xmax
j − xmin

j

)
(2.1)

donde r es un número aleatorio uniformemente distribuido dentro del

rango [0, 1]. El proceso evolutivo implementa un esquema iterativo

para evolucionar la población inicial. En cada iteración de este pro-

ceso, conocido como una generación, una nueva población de individ-

uos es generada utilizando información de la población previamente

creada. A diferencia de otros algoritmos evolutivos, el orden de apli-

cación de los operadores genéticos en el algoritmo de Evolución Difer-

encial es diferente. Primero, se aplica la mutación, después la cruza

y al final se lleva a cabo la selección del mejor individuo. Para cada

i ∈
{

1, . . . ,NP
}

en la generación g, xi es obtenido de la población

Xg−1 y es utilizado para crear un nuevo vector ui aplicando los oper-

adores de cruza y mutación. Los vectores xi y ui son conocidos como el

vector objetivo y el vector de prueba, respectivamente. Estos vectores

son evaluados por el operador de selección para actualizar la nueva

población Xg. Los operadores de mutación, cruza y selección son de-

scritos en detalle en los siguientes párrafos. En el paso final, cuando

una condición de paro ω es alcanzada, el algoritmo devuelve el mejor

individuo en la población actual. La condición de paro más común-

mente utilizada es comparar el número de generaciones construidas
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contra un valor fijo, pero otros criterios pueden ser implementados,

como aquellos descritos por Zielinski y Laur [518].

2.2.1 Mutación

Un vector mutado vi es construido al combinar los valores de varios

individuos xrj aleatoriamente seleccionados de Xg−1. El número de

individuos seleccionados para realizar la combinación depende del op-

erador de mutación implementado por la variante del algoritmo. En

alguna de estas variantes, el individuo con la mejor aptitud xbest en

la población Xg−1 es también utilizado por el operador de mutación.

Entre los diferentes operadores de mutación descritos en la literatura,

destacan los siguientes:

DE/rand/1: vi = xr1 + F
(
xr2 − xr3

)
, (2.2)

DE/best/1: vi = xbest + F
(
xr1 − xr2

)
, (2.3)

DE/current-to-best/1: vi = xi + F
(
xbest − xr1

)
+ F

(
xr2 − xr3

)
,

(2.4)

DE/rand/2: vi = xr1 + F
(
xr2 − xr3

)
+ F

(
xr4 − xr5

)
,

(2.5)
y

DE/best/2: vi = xbest + F
(
xr1 − xr2

)
+ F

(
xr3 − xr4

)
,

(2.6)

donde F es un valor definido por el usuario que representa un factor

de escala aplicado para controlar la variación diferencial. Storn y

Price señalan que F puede fijarse entre 0 y 2 [436], pero otros autores
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recomiendan valores entre 0.4 y 1 [106]. En la figura 2.3 se presenta

un ejemplo de la aplicación del operador de mutación DE/rand/1.

En este ejemplo xr1=
(
10.56, 3.16

)
, xr2=

(
2.53, 9.03

)
y xr3=

(
5.6, 6.26

)
.

Usando F igual a 0.5, el vector mutado resultante es vi=
(
9.02, 4.54

)
.

La mutación aporta a las habilidades de explotación y exploración del

Figura 2.3: Ejemplo de la creación de un vector mutado con el esquema
DE/rand/1.

método. Debido a que al inicio del proceso evolutivo los individuos

se encuentran relativamente dispersos en el espacio de búsqueda, la

diferencia xr2 − xr3 entre los vectores seleccionados es grande, por

lo que los vectores mutados pueden ubicarse en diferentes áreas del

espacio de búsqueda, pero a medida que el proceso evolutivo avanza,

las soluciones se vuelven más cercanas y las diferencias entre ellos son

más pequeñas, lo que produce que los vectores mutados se encuentran

concentrados en áreas promisorias del espacio de búsqueda [150, 327].

2.2.2 Cruza

El operador de cruza se utiliza para combinar la información entre el

vector objetivo y el vector mutado para construir el vector de prueba.
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Por cada j ∈
{

1, . . . , n
}
, xij o vij se seleccionan para construir ui usando

un factor de cruza CR ∈ [0, 1] el cual es también un valor especificado

por el usuario. Dos tipos de cruza se utilizan en este caso: cruza

binomial y cruza exponencial.

Cruza binomial: En este operador, cada valor asignado a ui es se-

leccionado de vi o de xi comparando el valor CR con un valor

r ∈ [0, 1] seleccionado al azar. Para garantizar que al menos un

parámetro de ui toma un valor de vi, este operador utiliza un

valor l ∈ {1, . . . , n} también seleccionado al azar. Formalmente,

la cruza binomial se define como:

bin: uij =

vij si r ≤ CR or j = l,

xij de otra forma,
(2.7)

Tomando el vector mutado vi=
(
9.02, 4.54

)
del ejemplo de la

figura 2.3 y un vector objetivo xi=
(
4.06, 7.66

)
, en la figura 2.4

se muestra un ejemplo de la creación de un vector de prueba

usando la cruza binomial. El vector de prueba generado en este

ejemplo es ui=
(
4.06, 4.54

)
.

Cruza exponencial: Este operador de cruza asigna una secuencia de

valores de vi a ui. Los valores restantes que son asignados a ui

son obtenidos de xi. El tamaño de la secuencia se determina con

dos valores: 1) un índice l que representa la posición inicial de

la secuencia en vi, seleccionado aleatoriamente dentro del rango{
1, . . . , n

}
, y 2) el número de intentos consecutivos L ≤ n en los

cuales r ≤ CR determina la posición final de la secuencia, como
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Figura 2.4: Ejemplo de la creación de un vector de prueba usando la
cruza binomial.

es definida en la Ec. (2.8). La cruza exponencial es similar al

operador de cruza de dos puntos introducido por Cavicchio [75].

exp: uij =

vij si l ≤ j ≤ min(l + L− 1, n),

xij de otra forma,
(2.8)

Por ejemplo, si se tienen dos vectores de cinco parámetros

vi=
(
2.4, 3.6, 1.2, 7.8, 0.2

)
y xi=

(
3.4, 9.6, 1.2, 5.2, 3.1

)
y se aplica

el operador de cruza exponencial usando un factor de cruza de

0.6, entonces se debe obtener el valor de l y después generar una

secuencia de valores aleatorios para r. Si l=2 y la secuencia de

valores de r es 0.6, 0.3, 0.4 y 0.6, y el vector de prueba que se

construye es ui=
(
2.4, 9.6, 1.2, 5.2, 0.2

)
.

La cruza ayuda al algoritmo a mantener la diversidad de la población

y eventualmente evitar que caiga en óptimos locales [106]. El valor de

CR es complicado de determinar, pero algunos autores señalan que su

valor puede ajustarse entre 0.3 y 0.9 [171].
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2.2.3 Selección

Un torneo uno-a-uno es aplicado para determinar cual vector, entre

xi y ui, es seleccionado como miembro de la nueva población Xg.

Este esquema de selección permite garantizar que el proceso evolutivo

mantenga una mejora continua [150].

2.2.4 Estructura del Algoritmo

El Algoritmo 1 muestra la estructura de una implementación clásica

del algoritmo. Éste requiere de tres parámetros para controlar el pro-

ceso evolutivo (CR, F, y NP), y también la selección de un espacio de

búsqueda para construir la población inicial, y la definición del tamaño

de individuo, de una función objetivo para evaluar cada individuo y

de una condición de paro para finalizar el proceso evolutivo.

DE tiene varias ventajas en comparación con otros algoritmos evo-

lutivos, como la simplicidad de su implementación, su habilidad para

producir mejores resultados que aquellos obtenidos por los demás, y

su baja complejidad espacial [106].

2.3 Modificaciones al algoritmo de Evolu-

ción Diferencial

Aunque DE requiere de la definición de un número menor de parámet-

ros en comparación con el número de parámetros requeridos por otros

algoritmos evolutivos, su desempeño es sensible a los valores selec-

cionados de CR, F, y NP [519]. Varios autores señalan que los val-
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Algoritmo 1 Estructura del algoritmo de introducido por Storn y
Price en [435].

1 función EvolucionDiferencial(CR, F, NP)
2 Entrada:
3 CR: Porcentaje de cruza
4 F: Factor de escala
5 NP: Tamaño de la población
6

7 Salida:
8 xbest: Mejor individuo en la población actual
9

10 g ← 0
11 Xg ← ∅
12 para each i ∈

{
1, . . . ,NP

}
hacer

13 xi ← Un individuo generado aleatoriamente usando la Ec. (2.1)
14 Xg ← Xg ∪

{(
i, xi

)}
15 fin para
16 mientras ω no se ha alcanzado hacer
17 g ← g + 1
18 Xg ← ∅
19 para each i ∈

{
1, . . . ,NP

}
hacer

20 xi ← Vector objetivo obtenido aleatoriamente de Xg−1

21 vi ← Vector mutado generado usando alguna de las Ecs. (2.2)–(2.6)
22 ui ← Vector de prueba construido usando alguna de las Ecs. (2.7)–(2.8)
23 si f(ui) es mejor que f(xi) entonces
24 Xg ← Xg ∪

{(
i, ui

)}
25 si no
26 Xg ← Xg ∪

{(
i, xi

)}
27 fin si
28 fin para
29 fin mientras
30 xbest ← El mejor individuo en Xg
31 devolver xbest

32 fin función

Fase de
inicialización

Proceso
evolutivo

Paso
final
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ores adecuados para estos parámetros pueden variar para diferentes

problemas [261] y es conocido que la definición de estos parámetros

depende de las características propias de cada problema [55]. Además,

Lampinen y Zelinka [247] señalan que este algoritmo puede presentar

el problema de estancamiento debido a una incorrecta selección de

sus parámetros. El estancamiento en un algoritmo se presenta cuando

éste no converge a alguna solución y la población presenta una gran

diversidad de individuos [327]. Por lo anterior, la mayoría de los estu-

dios realizados para mejorar el desempeño del algoritmo de Evolución

Diferencial se relacionan con técnicas para ajustar los valores de sus

parámetros (F, CR y NP) y para combinar las ventajas de las difer-

entes variantes del algoritmo, usando un subconjunto de ellas en lugar

de solamente aplicar una variante. En los siguientes párrafos se de-

scriben las propuestas para mejorar el desempeño del algoritmo que se

consideran los más representativos en la literatura especializada. Para

simplificar su descripción, estas propuestas se agrupan de acuerdo al

criterio utilizado: Ajuste de parámetros y combinación de variantes.

Por un lado, debido a que F y CR son los parámetros del algoritmo más

estudiados y donde más variantes de mejora han sido desarrolladas,

estos estudios se agrupan en: enfoques que usan parámetros globales

y enfoques que usan parámetros para cada individuo. Adicionalmente

se presentan los enfoques relacionados con el ajuste del tamaño de la

población y también aquellos donde se modifica la forma que generar

los vectores mutados dentro del proceso evolutivo. La figura 2.5 pre-

senta un esquema del desarrollo histórico de estos enfoques.
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Figura 2.5: Línea del tiempo de las modificaciones a DE.

2.3.1 Ajuste de parámetros globales

En estos enfoques, los operadores genéticos utilizan los mismos valores

para F y CR en todos los individuos de una misma población, como

se ilustra en la figura 2.6. Estos valores se actualizan al finalizar cada

generación, con el ánimo de mejorar las habilidades de exploración y

explotación del algoritmo. Dos enfoques se concentran en ajustar el

valor de F, manteniendo fijo el valor de CR: En 2004, Ali y Törn [19]

lo actualizan considerando la aptitud del mejor y del peor individuo

en la población, y Das et al. en 2005 [104] proponen dos enfoques para

modificar su valor: el primero lo modifica de forma aleatoria, y el se-

gundo reduce su valor de forma lineal conforme el proceso evolutivo

avanza. Por otro lado, Liu y Lampinen en 2005 [262] proponen un

enfoque diferente al cual denominan FADE (Fuzzy Adaptive DE algo-

rithm). En este algoritmo, los valores de F y CR se ajustan usando un
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sistema de control lógico difuso. El sistema utiliza las diferencias entre

generaciones sucesivas, tanto de los valores de los individuos como de

sus valores de aptitud. Finalmente, Dra et al. [126] en 2015 proponen

una versión alternativa denominada SinDE (Sinusoidal DE) en donde

los valores de F y CR se ajustan utilizando fórmulas trigonométri-

cas, permitiendo cambiar la dirección del vector diferencia dentro del

operador de mutación.

Figura 2.6: Esquema de ajuste de parámetros globales del algoritmo.

2.3.2 Ajuste de parámetros asociados a cada indi-

viduo de la población

En este tipo de algoritmos, cada individuo de la población tiene aso-

ciado su propio conjunto de parámetros, como se muestra en la figura

2.7. Estos parámetros se ajustan de forma independiente dentro del

proceso evolutivo, como se esquematiza en la figura 2.8.

En 2005, Omran et al. [335] asocian el valor de F a cada individuo

de la población en su método denominado SDE (self-adaptive DE).
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Figura 2.7: Parámetros asociados a cada individuo de la población.

Este método actualiza el valor de F combinando los valores de F de

tres individuos de la población actual que son seleccionados aleatori-

amente. En 2006, Brest et al. [55] describen su método denominado

jDE, donde los valores de F y CR se pueden modificar en cada iteración

del proceso evolutivo, basados en una decisión estocástica utilizando

un par de umbrales previamente definidos. En 2007, Zhang y Sander-

son [509] implementan un método conocido como JADE, donde F y

CR son ajustados utilizando distribuciones normales independientes

cuya media es calculada usando el promedio de los vectores muta-

dos mejor adaptados en cada iteración. En 2011, Ghosh et al. [180]

actualizan los valores de estos parámetros en base al valor de ap-

titud de los individuos en la población, en un método denominado

FiADE (Fitness-Adaptive DE). Una versión parecida es presentada

en 2015 por Tang et al. [443] en el método llamado IDE (DE with

an individual-dependent mechanism). En 2011, Bi y Xiao [46] de-

scriben el método p-ADE (pbest vector-based self-adaptive DE vari-

ant) donde el vector mutado se crea usando el mejor individuo en la

población y el mejor de los vectores que se utilizaron para crear al

vector objetivo. Los valores de F y CR de cada individuo son ajusta-

dos usando un factor asociado a las mejores y peores aptitudes de los

individuos en la población. En 2012, Islam et al. [220] introdujeron
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el método llamado MDE pBX (modified DE with p-best crossover)

donde se modifica la variante DE/current-to-best/1 al utilizar el mejor

elemento de un grupo de individuos seleccionados aleatoriamente de la

población actual, en lugar de usar el mejor individuo de la población.

Los valores de los parámetros se ajustan en base a un par de distribu-

ciones independientes que son actualizadas al final de cada generación.

En 2013, Tanabe y Fukunaga [442] implementan el método SHADE

(Success-History based Adaptive DE) que, basándose en JADE, ac-

tualiza los valores de F y CR usando una memoria de los vectores

mutados que han sido exitosamente seleccionados previamente dentro

del proceso evolutivo. A partir de SHADE, varias versiones se han

desarrollado como el método L-convSHADE (SHADE using covari-

ance matrix learning with Euclidean Neighborhood) [29] y el método

LSHADE-SPA (LSHADE with semi parameter adaptation) [306]. En

2016, Leon y Xiong [251] introducen una estrategia voraz para actu-

alizar los valores de los parámetros de cada individuo en el método

llamado GADE (Greedy Adaptive DE). Se utilizan los valores de los

parámetros de las soluciones vecinas para ajustar los parámetros del

nuevo vector mutado. Finalmente, Mohamed y Mohamed en 2017

[307] proponen el método denominado AGDE (Adaptive guided DE).

2.3.3 Ajuste del tamaño de la población

En los enfoques descritos previamente solamente se ajustan los valores

de F y CR, manteniendo el tamaño de la población constante. Diver-

sos estudios indican que el tamaño de la población también afecta al

desempeño de un algoritmo evolutivo [401, 283], por lo que existen
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Figura 2.8: Esquema de ajuste de parámetros para cada individuo de
la población.

trabajos que se han centrado en ajustar el tamaño de la población

para garantizar la convergencia del algoritmo. Existen algunos en-

foques donde se ajusta el tamaño de la población y se describirán a

continuación. En la figura 2.9 se muestra el esquema general en que

estos enfoques ajustan el tamaño de la población durante el proceso

evolutivo.

Figura 2.9: Esquema general del ajuste del tamaño de la población en
DE.
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En 2006, Teo [446] describe el método DESAP (Differential Evolu-

tion with self-adapting populations) donde el tamaño de la población

se ajusta usando un factor distribuido uniformemente entre 0 y 1. En

2008, Brest y Sepesy Maučec [56] presentan el algoritmo dynNP-DE

(DE con NP dinámico) donde van reduciendo a la mitad el tamaño

de la población conforme el proceso evolutivo progresa. Utilizando el

número total de evaluaciones y un parámetro que indica el número

de posibles reducciones, el algoritmo establece en qué generaciones el

algoritmo reducirá el tamaño de la población. En 2014, Tanabe y

Fukunaga [442] presentaron una versión con ajuste de población del

método SHADE, denominada L-SHADE, donde se aplica una reduc-

ción lineal del tamaño de la población, previo a una ordenación a los

individuos por su aptitud, que permite eliminar solo los individuos

peor adaptados. En 2017, Bujok y Tvrdík [63] describen el método

IDEbd (IDE with Population Size Adaptation) en donde el tamaño de

la población es adaptado usando un factor calculado en base al nivel

de diversidad de la población actual.

2.3.4 Combinación de variantes

Debido a la forma de combinar los individuos para crear el vector

de prueba de cada una de las variantes de DE, estás presentan difer-

entes capacidades de exploración y explotación, además de que son

más efectivas para diferentes tipos de problemas [297]. Por ejemplo,

la variante DE/rand/1 es mejor para explorar el espacio de búsqueda

pero tiene una velocidad de convergencia lenta, y DE/best/1 converge

más rápido hacia soluciones cercanas a la óptima pero solo para prob-
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lemas con un único óptimo global (unimodales) [485]. Debido a que

usar diferentes estrategias de mutación durante diferentes momentos

del proceso evolutivo pueden ser mejor que usar una sola variante du-

rante todo el proceso, varios autores se han enfocado en desarrollar

estrategias para combinar diferentes variantes de DE y lograr con esto

que cooperen en la creación de un mejor vector objetivo [284]. La

figura 2.10 muestra un esquema general de la forma en que se apli-

can estas estrategias dentro del algoritmo de Evolución Diferencial.

En 2005, Qin y Suganthan [376] describieron una versión conocida

Figura 2.10: Esquema general de la estrategia de combinación de vari-
antes de DE.

como SADE (Self-Adaptive DE algorithm for numerical optimization),

donde introducen un esquema que selecciona de forma alternada una

de dos variantes del algoritmo, de acuerdo a su tasa de éxito den-

tro del proceso evolutivo. En 2009, Das et al. [103] presentaron el

método llamado DEGL (DE with Global and Local Neighborhoods)
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donde cada nuevo vector mutado se crea combinando dos vectores:

uno construido usando una vecindad del vector objetivo (vector lo-

cal) y otro creado usando el mejor individuo de la población (vector

global). En 2011, Mallipeddi et al. [284] asignaron a cada individuo

de la población el tipo de variante para generar el vector mutado y

los valores para F y CR, en el método EPSDE (Ensemble of muta-

tion strategies and parameters in DE). Tanto el tipo de variante como

los valores de los parámetros se escogen aleatoriamente de un grupo

de ellos que es previamente definido. Dependiendo del éxito de la

aplicación de dichos valores, éstos se pueden cambiar durante el pro-

ceso evolutivo. También en ese mismo año, Wang et al. [486] en su

método CoDE (Composite DE) crean tres vectores para cada vector

objetivo. Cada vector es construido usando variantes diferentes y con

parámetros generados aleatoriamente. El mejor de los tres vectores

se usa como vector de prueba para aplicar el operador de selección.

Adicionalmente, Zhao et al. [515] implementaron un método muy simi-

lar denominado SaDE-MMTS (SaDE with a modified multi-trajectory

search) donde el vector mutado se selecciona de entre los vectores gen-

erados por tres diferentes variantes del algoritmo, pero la selección se

hace en base a una probabilidad que iterativamente se ajusta en base

a la cantidad de vectores mutados que son exitosamente seleccionados.

En 2017, Ghosh et al. [181] propusieron el método NRDE (Noise Re-

silient DE) donde cada individuo puede ser mutado por alguna de dos

variantes con igual probabilidad. Los valores de F y CR son ajustados

para cada individuo basado en un rango preestablecido previamente.
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2.4 Evolución Diferencial para otros tipos

de problemas

Aunque DE fue definido originalmente para resolver problemas de op-

timización continua sin restricciones, también se ha utilizado con éxito

para resolver otros tipos de problemas, como aquellos donde los valores

de las variables del problema son discretos [445, 302, 258], donde el es-

pacio de búsqueda está limitado por una o más restricciones [295, 502]

y aquellos donde se manejan dos o mas objetivos [20, 37]. Prado et al.

[372] describe varias adaptaciones al algoritmo de Evolución Diferen-

cial para problemas de optimización combinatoria, como aquellos que

implementan una matriz de permutación [373], los que obtienen una

secuencia ordenada de valores [444, 375] y los que aplican una trans-

formación de los valores continuos al espacio discreto [337]. En el caso

de los problemas de optimización con restricciones, Mezura-Montes et

al. [296] describen varios enfoques que se han utilizado para aplicar

DE en este tipo de problemas, como aquellos que utilizan técnicas

para eliminar o reparar soluciones infactibles [511, 352], y los que im-

plementan técnicas de penalización [260]. Finalmente, para problemas

de optimización multi-objetivo, Mezura-Montes et al. [299] resume las

principales técnicas basadas en el algoritmo de Evolución Diferencial

para manejar dos o más objetivos, como los enfoques basados en domi-

nancia de Pareto [400] y en jerarquización de Pareto [279], así como los

métodos que no se basan en Pareto [254] y los enfoques que combinan

diferentes estrategias [248]. Hoy en día existen también algoritmos

basados en descomposición [255] y en indicadores de desempeño [393].
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2.5 DE en México

En el país se tiene mucha actividad en investigación relacionada con

DE, particularmente el grupo EVOCINV de CINVESTAV Zacatenco

estudia a este algoritmo en optimización multi-objetivo [299] y temas

afines al manejo de múltiples objetivos como algoritmos basados en

indicadores [393], modelos subrogados [26], operadores de selección

[291], operadores de variación [16], adaptación de parámetros [243],

entre otros temas.

En el Centro de Investigación en Inteligencia Artificial de la Uni-

versidad Veracruzana se desarrolla investigación en optimización con

restricciones usando DE [296], aplicaciones de DE en mecatrónica [77]

y en control automático [475], DE y búsqueda local [123], optimización

dinámica multi-objetivo [289], DE asistida por subrogados en espacios

restringidos [130], entre otras temáticas.

Recientemente, en el Instituto Tecnológico de Veracruz se desarrol-

lan aplicaciones de DE en aprendizaje automático [386], en el Centro

de Innovación y Desarrollo Tecnológico en Cómputo (CIDETEC) del

IPN se aplica DE en problemas de mecatrónica [66] y en el Centro de

Investigación en Matemáticas se aplica en procesos químicos [482].

Todas estas menciones sólo son representativas, pues la DE, al ser

un algoritmo fácil de implementar y que provee resultados competi-

tivos, ha sido particularmente atractiva para su estudio y aplicación

en instituciones mexicanas.
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2.6 Retos y Perspectivas

Si bien la investigación sobre DE hoy en día es abundante, existen

retos importantes aún por resolver. Entre ellos se pueden destacar los

siguientes:

• Teoría: Existen trabajos destacados para fortalecer los funda-

mentos teóricos de la DE [339]. Sin embargo, se requieren may-

ores esfuerzos para poder establecer, por ejemplo, tiempos de

convergencia en problemas complejos de optimización.

• Optimización combinatoria: Combinar los operadores origi-

nales de la DE, diseñados para espacios continuos, con las rep-

resentaciones de soluciones propias de problemas combinatorios

sigue siendo un reto importante [338, 286]. Es válido optar por

la transformación del espacio de búsqueda discreto a uno con-

tinuo usando esquemas tipo llaves aleatorias [38] y mantener la

mutación diferencial. Por otro lado, se puede usar una repre-

sentación para optimización combinatoria, pero el uso de penal-

izaciones o reparadores es necesario [18], y ahí se disminuye el

efecto de la mutación diferencial.

• Nuevos problemas de optimización: Las adaptaciones de

DE en nuevos espacios de búsqueda como la optimización bi-

nivel [199], la optimización dinámica restringida [17], dinámica

multi-objetivo [289], la optimización asistida por subrogados [130]

y la optimización robusta sobre el tiempo [197] siguen siendo

temas poco explorados.
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• Problemas de optimización con alta dimensionalidad: La

escalabilidad que ofrece DE en espacios de muchas dimensiones

[290] es un nicho fértil por explorar.

Aún con los retos antes mencionados, y considerando la gran can-

tidad de investigación sobre este algoritmo, se vislumbra que en los

próximos años la DE se consolide como uno de los algoritmos bio-

inspirados más confiables y robustos, y que sea de fácil acceso vía

herramientas de software para optimización, tal como lo son ahora

otras técnicas de programación matemática.

2.7 Conclusiones

El algoritmo de Evolución Diferencial es un enfoque exitoso para re-

solver problemas de optimización continua sin restricciones. Los in-

dividuos que evolucionan al aplicar los operadores de este algoritmo

tradicionalmente se codifican como secuencias de números reales, pero

otras representaciones se han utilizado también. Además, con la in-

clusión de diversas estrategias para manejar varios objetivos y con-

juntos de restricciones, DE se puede aplicar para resolver otro tipo

de problemas. DE se distingue por depender de la definición de un

menor número de parámetros que otros algoritmos evolutivos, pero

esto también lo hace muy sensible a la definición de los valores para

esos parámetros. Diversos variantes del algoritmo han sido desarrol-

ladas para mejorar el desempeño del algoritmo, generando un abanico

de alternativas para resolver casi cualquier tipo de problema. El es-

tudio del comportamiento de este algoritmo y la definición de nuevas
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propuestas de desarrollo, sin duda aportará a la resolución más efi-

ciente de problemas complejos que interesan a la comunidad científica.

2.8 Para saber más

Para aquellos lectores que deseen abundar en el tema, las siguientes

referencias sobre DE pueden ser de interés:

• El libro sobre DE escrito por los autores originales del algoritmo

[373].

• Una revisión muy completa de la literatura de DE [106] y su

versión actualizada [105].

• Otra revisión de la literatura acompañada de un estudio exper-

imental [327].

• Una revisión de estudios teóricos sobre DE [339].

• Un libro editado con temas diversos y recientes sobre DE [79].

• DE para resolver problemas de optimización multi-objetivo [299].

• DE y su papel importante en espacios restringidos [296].

E
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Capítulo 3

Algoritmos Genéticos Paralelos

3.1 Introducción

Las técnicas evolutivas son aptas para su paralelización tanto a nivel

algorítmico como a nivel de ejecución. En particular, los algoritmos

genéticos (AGs) han sido investigados desde esta perspectiva y esque-

mas paralelos han surgido desde el inicio de su desarrollo [277]. La

paralelización de los AGs persigue la mejora de su desempeño algorít-

mico en términos de eficiencia y eficacia y la reducción de tiempos de

ejecución en sus distintos dominios de aplicación.

Una clasificación general de los Algoritmos Genéticos Paralelos

(AGPs) los agrupa por su granularidad en AGPs de grano fino y

grueso. Los AGPs de grano grueso dividen la población agrupada

en panmixia 1 en varias sub-poblaciones permitiendo la migración de

individuos entre éstas. De esta forma, se reduce el número de individ-

1Una población en panmixia es aquella donde todos sus individuos, sin restric-
ciones pueden reproducirse entre si.

64



uos en cada unidad de procesamiento. En consecuencia, se establece

un fuerte vínculo entre la algoritmia y la implementación de estas téc-

nicas. Sin embargo, utilizar una única unidad de procesamiento para

la evolución de varias sub-poblaciones ha sido un contexto también

explorado como un mecanismo de mejora del desempeño algorítmico

[12].

Los AGPs de grano grueso, también llamados Algoritmos Genéti-

cos distribuidos (AGds) han permitido la exploración de nuevas ver-

tientes de la versión estándar de los AGs. Tener diferentes parámetros

de configuración para realizar las operaciones genéticas, implementar

granularidades distintas, incorporar el operador de migración, han sido

características a explorar que pueden culminar en un mejor desempeño

de los AGs [6, 13, 69, 452].

En la figura 3.1 se muestra un diagrama de un AG distribuido.

Cada población es centralizada y se necesitan definir criterios en tér-

minos de tasa y frecuencia de migración. También se necesita definir si

la migración será síncrona o asíncrona. Herrera et al. [210] presentaron

un esquema de un AGP distribuido con poblaciones heterogéneas. Uti-

lizaron la estructura de un hipercubo posicionando en cada vértice una

sub-población. Dependiendo de la ubicación de cada sub-población la

búsqueda implica mayor explotación o exploración. Esto se logra de

manera interna vía la configuración de los operadores genéticos. De

esta forma, se procura mantener la diversidad de soluciones de forma

global y así mejorar la calidad de las soluciones encontradas.

La principal diferencia entre los AGP de grano fino con respecto a

los AGP distribuidos o de grano grueso es la descentralización de su
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Figura 3.1: Diagrama poblacional de un AGP distribuido o de grano
grueso

población y, en consecuencia, la localización del proceso de selección

de individuos. En la figura 3.2 se muestra un esquema poblacional de

un AGP de grano fino, también conocido como AG celular (AGc). De

manera común se utiliza una topología de malla conectada de forma

toroidal como lo muestra la figura. Un individuo de la población se

ubica en cada cruce de la malla y alrededor de él se define un vecindario

cuyas soluciones participan en los procesos de selección, recombinación

y mutación para la evolución de éste. En la figura 3.2 se ilustra un

vecindario tipo Moore con 9 individuos.

En los AGs celulares, cada individuo o solución interactúa con sus

vecinos más cercanos, logrando de esta forma el esparcimiento suave

de las soluciones a través de la malla debido al traslape de vecindarios

[35]. En los AGs distribuidos, la asociación entre soluciones se pierde

en comparación con los AGs celulares. Esta es otra característica
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importante de los AGc que permite la exploración global del espacio

de búsqueda mientras que localmente los individuos explotan la región

cercana a su ubicación.

Figura 3.2: Diagrama poblacional del AG celular o de grano fino

La paralelización de los algoritmos evolutivos, en particular de

los algoritmos genéticos, persigue distintos objetivos. Por ejemplo,

la evolución simultánea de sub-poblaciones, lo cual permite descubrir

nueva rutas para solucionar un problema y en consecuencia, reducir el

número de generaciones para converger a la solución óptima. Aunado

a esto, los tiempos de procesamiento pueden también acortarse [8]. La

paralelización de AGs se puede realizar a distintos niveles. Así mismo,

es posible la combinación de sub-poblaciones con distintas dinámicas

internas. Por ejemplo, algunas sub-poblaciones podrían evolucionar en

un esquema de panmixia y otras en un esquema celular. Este tipo de

esquemas poblacionales se discutirán a detalle en la subsección 3.1.1.

Una operación importante en los procesos evolutivos de los AGs

distribuidos es la migración de los individuos entre sub-poblaciones.

Durante el proceso de búsqueda, uno o más individuos son selec-
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cionados para migrar y reemplazar a otros individuos de otras sub-

poblaciones. Los criterios de migración requieren no sólo de la tasa

y la frecuencia de migración, sino también de criterios de selección y

reemplazo de individuos al llegar a las otras sub-poblaciones [70]. El

proceso de migración puede realizarse de forma síncrona o asíncrona.

La migración síncrona supone que todas las sub-poblaciones están en

el mismo estado de la búsqueda y la migración de individuos entre sub-

poblaciones ocurre de manera simultánea. Por otro lado, la migración

asíncrona supone que cada sub-población determina el momento en

que los individuos deben migrar. En la sub-sección 3.2.4 se aborda el

efecto del sincronismo en los mecanismos de migración.

Cantú-Paz et al. [72] presentó un estudio completo en AGs dis-

tribuidos, tanto desde el punto de vista teórico como del práctico.

Debido al número de parámetros que se deben definir en los AGds,

Cantú-Paz et al. iniciaron con la solución de un problema de opti-

mización para determinar el tamaño adecuado de las sub-poblaciones

para alcanzar una cierta calidad de la misma. Utilizaron un mod-

elo matemático considerando la hipótesis de los bloques constructores

propuesta por Holland y extendida por Goldberg [184]. El estudio se

verifica en varios problemas con un grado alto de precisión, mostrán-

dose una buena respuesta a la escalabilidad.

Para determinar escenarios de operación límite en términos de efi-

ciencia, analizaron la interacción de las sub-poblaciones y su efecto en

la calidad de las soluciones [72]. Previamente se ha investigado el cam-

bio en la calidad de las soluciones debido a la forma de interacción de

las sub-poblaciones. Tener sub-poblaciones evolucionando de manera
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independiente con muy poca o nula interacción entre ellas, resulta en

soluciones menos precisas, mientras mejores soluciones se obtienen vía

el esquema de panmixia tradicional. Sin embargo, cuando se definen

criterios de migración adecuados y un cierto número de soluciones

migran entre sub-poblaciones, a una frecuencia media o baja, el de-

sempeño en general de los AGds mejora, alcanzando en un número

de casos aceleraciones super-lineales y mejor calidad de las soluciones

encontradas. Se puede inferir entonces la importancia del operador de

migración, el cual será analizado en detalle en la sub-sección 3.1.2.

3.1.1 AGds homogéneos y heterogéneos

Existen distintos escenarios en los que se pueden definir y aplicar AGds

con esquemas poblaciones homogéneos y heterogéneos, es decir, com-

binaciones de poblaciones centralizadas y descentralizadas. A nivel

algorítmico, se puede definir la misma o una diferente configuración

de operadores genéticos. A partir de esas configuraciones distintas,

diferentes configuraciones de parámetros se pueden determinar para

ejecutar la búsqueda en cada sub-población. Por ejemplo, distin-

tas definiciones del operador de recombinación o bien de las prob-

abilidades de mutación pueden operar sobre los individuos de cada

sub-población. La comunidad en el área ha incluso explorado esce-

narios donde las soluciones se representan de manera distinta entre

sub-poblaciones. Por otro lado, a nivel de implementación se han

explorado esquemas con sub-poblaciones heterogéneas. Por ejemplo,

Alba et al. [5] realizó un estudio en distintas plataformas de cómputo

ejecutando sub-poblaciones en panmixia y celulares.
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Como se puede apreciar, el desarrollo de un esquema de AG par-

alelos ya sean distribuidos o descentralizados conlleva la definición de

un número de parámetros que afectará de manera importante su de-

sempeño algorítmico. Otro ejemplo, es la solución de problemas de

optimización en espacios continuos que se han abordado a través de

un esquema de AGP utilizando una versión mejorada con cromosomas

codificados con números reales [12]. Para esto, se definió una topología

doble con un hipercubo que se comparó con una topología sencilla. Las

sub-poblaciones ubicadas en sus vértices promovían mayor o menor

exploración u explotación de las regiones vía la configuración de los

operadores genéticos. La migración entre las sub-poblaciones afectó

directamente los tiempos de ejecución por medio de la reducción del

número de evaluaciones. La capacidad de búsqueda de la topología

doble superó a la de la topología sencilla [12].

Cuando pensamos en paralelizar alguna técnica algorítmica, nos

viene a la mente acelerar los procesos de ejecución. Sin embargo, la

paralelización de los algoritmos evolutivos podría mejorar tanto los

procesos de búsqueda algorítmica como los tiempos de ejecución. Es

así que a nivel de implementación, se ha utilizado cómputo heterogé-

neo para la evaluación de esquemas de AGPs. Por ejemplo, Alba et al.

[5] propusieron utilizar una plataforma heterogénea en la cual distin-

tos sistemas operativos con distintas restricciones de ejecución imple-

mentaban un modelo de AGPs distribuidos. Las sub-poblaciones se

conectaron en un arreglo de anillo unidireccional, cada sub-población

ejecutaba un modelo poblacional de estado estable. En cada gen-

eración se producía un individuo que reemplazaba a la peor solución
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obtenida. Se estableció un esquema de migración asíncrona que de-

mostró mejores resultados, ver sub-sección 3.3 . En general, se ob-

servó un mejor desempeño de la ejecución del esquema paralelo en

la plataforma heterogénea en comparación con la homogénea, se re-

dujo el número de evaluaciones debido a la explotación de soluciones

a distintas tasas de migración.

Figura 3.3: AGP con topología poblacional de anillo unidireccional
implementada en una plataforma de cómputo heterogénea. La mi-
gración entre sub-poblaciones es asíncrona y responde a una dinámica
de estado estable.

3.1.2 Migración en AGPs

Como se explicó anteriormente, la incorporación de un nuevo oper-

ador llamado migración se hace latente en los esquemas paralelos de
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los AGs. En los esquemas de grano grueso, donde se tienen sub-

poblaciones de grano fino y grueso evolucionando simultáneamente,

la migración se debe considerar como un mecanismo que introduce

nuevos individuos y, por lo tanto, promueve o restaura la diversidad

entre sub-poblaciones [377]. De forma distinta, en los AGs celulares o

de grano fino, un mecanismo de migración implícito trabaja durante

el proceso de búsqueda debido al traslape de vecindarios, que permite

la difusión de soluciones a lo largo y ancho de la topología definida

para la población. Este mecanismo de migración es inherente a la

estructura de los AGs celulares y no requiere de un parámetro de fre-

cuencia o tasa de migración o ningún otro mecanismo de selección y

reemplazo.

Revisaremos ahora evaluaciones empíricas que se han realizado a

criterios de migración definidos para AGPs de grano grueso. Aunque

estos criterios son definidos para este tipo de esquemas paralelos, tam-

bién es posible aplicar un segundo criterio migratorio en AGs celulares,

además del mecanismo natural inherente a estos.

Para establecer un criterio de migración adecuado y mejorar el de-

sempeño algorítmico de los AGPs de grano grueso, se examinaron los

casos límite para aplicar el proceso de migración. Se sugiere man-

tener un cierto nivel de aislamiento entre las sub-poblaciones. Si la

sub-población evoluciona en completo aislamiento, las mejoras en di-

versidad son mínimas y, por ende, la capacidad de búsqueda se ve

reducida. Por otro lado, si se aplica el operador de migración con una

frecuencia máxima, el costo computacional se incrementa de man-

era significativa. Por lo tanto, el objetivo de la migración es evitar
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el aislamiento entre sub-poblaciones mientras se mantiene un nivel

aceptable de comunicación entre éstas.

Es posible calcular experimentalmente el número adecuado de unidades

de procesamiento para minimizar el tiempo de ejecución de un es-

quema de AGPs [73]. El análisis considera casos límite en términos de

conectividad entre sub-poblaciones, es decir, el caso de tener frecuen-

cias de migración mínimas y máximas. La conclusión teórica para una

población indica que el número óptimo de unidades de procesamiento

está dado por: O
(√

nTf
Tc

)
, donde n es el tamaño de la población, Tf es

el tiempo de cómputo de la función objetivo de un individuo y Tc es el

tiempo promedio de comunicación para una unidad de procesamiento.

Esto quiere decir que dividiendo una población en sub-poblaciones

distribuidas en múltiples unidades de procesamiento reduce el tiempo

global de ejecución. La misma conclusión se logró para un esquema de

múltiples poblaciones considerando además la evaluación de funciones

objetivo separables [71]. Esto quiere decir que utilizar un número de

unidades de procesamiento en un esquema evolutivo paralelo tiene un

impacto positivo en la reducción de los tiempos de ejecución.

Es también importante analizar el efecto de los criterios de mi-

gración que se utilizan en esquemas de AGPs de grano grueso. El

objetivo principal es determinar cómo el operador de migración afecta

la presión de selección inducida e implícitamente poder explicar las

aceleraciones super-lineales que se pueden modelar para este tipo de

esquemas. La forma en que los individuos se seleccionan para mi-

gración y reemplazo tienen un efecto considerable en la presión de

selección y se ha observado que tasas altas de migración producen
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un incremento en ésta. Tener una presión de selección alta afecta la

búsqueda al producir una convergencia prematura a un óptimo local.

Aunque la operación de migración se ha investigado principalmente

para esquemas de AGPs de grano grueso, también se ha revisado su

efecto en AGPs de grano fino, considerando tanto el mecanismo de

migración implícita vía el traslape de vecindarios, como la definición

de criterios para migración de individuos desde y hacia distintas posi-

ciones de la topología de malla definida para la población. Por ejem-

plo, se han utilizado estructuras de árboles binarios para dividir una

topología de malla de dos dimensiones en formaciones concéntricas

de individuos, definiendo para cada formación criterios de migración

distintos [357]. El intercambio de individuos entre estas formaciones

definidas por su estructura alenta el proceso de búsqueda, permitiendo

una mayor exploración. Los resultados mostraron un mejor desem-

peño en la solución de problemas de optimización con restricciones; el

operador de mutación se aplica para evitar la presencia de super indi-

viduos que pueden dirigir la búsqueda al estancamiento, conquistando

la topología de malla mucho más rápido. En la siguiente sección se

abordará el comportamiento de los AG celulares o de grano fino.

3.2 AGs celulares o de grano fino

Los AGs celulares o de grano fino se construyen a partir de poblaciones

descentralizadas donde los individuos interactúan con otros individ-

uos ubicados dentro de un vecindario definido. Es decir, interactúan

con los vecinos más cercanos. Usualmente, los AGCs se implementan
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en topologías de mallas de n-dimensionales, manteniendo conexiones

toroidales entre los cruces de malla utilizando formas comunes como

una malla lineal, cuadrada o rectangular.

El procesamiento de los AG celulares corresponde al de los Autó-

matas Celulares (ACs). Estos determinan una regla global que define

un comportamiento específico que se construye a partir de reglas lo-

cales. Se han explorado ACs de una, dos y tres dimensiones en com-

binación con AGs con la finalidad de evolucionar el comportamiento

global requerido [59]. Esta combinación de un AC y un AG originó el

nombre de AG celular, con la diferencia de tener una representación

más elaborada en cada cruce de la malla: cromosomas. Se observó

que la información de las reglas locales o individuos alcanzaba dis-

tancias lejanas dentro de la malla definida, esto debido al traslape

de los vecindarios. De esta forma se determinó que la información

se mueve entre vecindarios, permitiendo acelerar el proceso de crear

nuevos comportamientos ad-hoc al problema que se esté solucionando

y con una pérdida mínima de información [31].

El pseudocódigo 2 es el estándar de un AG celular. En un primer

paso, se genera una población inicial de forma aleatoria ubicando cada

individuo en un cruce de la topología de malla. Esta población inicial

se evalúa de acuerdo a la función objetivo del problema a resolver.

Posteriormente da inicio, el ciclo reproductivo principal. Se define un

vecindario local con individuos ubicados de forma cercana. A partir

de éstos y del individuo ubicado en el cruce de la malla, se seleccionan

a los padres para reproducirse. Existen distintos métodos de selección

que se utilizan en los AG celulares. Se pueden utilizar los que común-
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mente se aplican en los AGs con poblaciones centralizadas como el

torneo binario, ruleta o selección determinista. Existen también otros

métodos específicos a los AG celulares, como son la selección céntrica

o anisotrópica [418, 419]. Una vez seleccionados, los padres se recom-

binan y los hijos se mutan. No hay diferencia entre la aplicación de

los operadores de recombinación y mutación con respecto a los AG

tradicionales.

Debido a la descentralización de la población, el reemplazo de ésta

puede ocurrir de forma síncrona o asíncrona. El reemplazo asíncrono

requiere del almacenaje temporal de la población hasta que todos los

individuos concluyen su ciclo reproductivo. El reemplazo síncrono

requiere de la definición del criterio para implementarla. Los distintos

criterios que se han utilizado para el reemplazo se explicarán en la

sub-sección 3.2.4.

3.2.1 Diversidad a partir de propiedades estruc-

turales

Debido a la descentralización de la población y la definición de una

topología de malla, las características estructurales de los AG celu-

lares tienen un impacto importante en los procesos de búsqueda. La

forma y la dimensión de la topología, el número de individuos den-

tro del vecindario, entre otras son características de la estructura que

necesitan definirse. Además, otras operaciones durante el ciclo evo-

lutivo como el proceso de selección local, el reemplazo de individuos,

criterios de migración, entre otras, están también asociadas a estas

características de estructura.
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Pseudocódigo 2 AG celular
1 procedimiento cga
2 (x)← random (x0) . población inicial
3 (f)← evaluation (x) . evaluación
4 mientras k ← 1, generaciones, or f̄ <= umbral hacer
5 para i← 1, tamañoPoblación hacer
6 (f1, f2)← seleccion (f, fN , fE, fS, fW ) . selección de
padres

7 (x1, x2)← seleccion (x, xN , xE, xS, xW ) . vecinario L5
8 (x′1, x

′
2)← recombinacion (x′1, x

′
2) . recombinación

9 (x′′1, x
′′
2)← mutacion (x′1, x

′
2) . mutación

10 (fnew)← evaluacion (x′′1, x
′′
2) . evaluación

11 (f, x)← reemplazo (fnew, xnew) . reemplazo
12 fin para
13 fin mientras
14 fin procedimiento

La topología de malla, que es comúnmente utilizada en los AG

celulares se muestra en la figura 3.2. Se ha reportado que distintas

formas de malla en combinación con distintos tipos de vecindarios in-

ducen una mayor o menor presión de selección [402, 451, 15]. Para

modelar el efecto de ambas estructuras, se utiliza un patrón de disper-

sión con p puntos (la posición de cada solución en la malla) a partir de

una posición central con coordenadas (x0, y0). Se calcula la medida de

dispersión, debido a que otras medidas como el radio de una circunfer-

encia, indicaría el mismo valor para topologías distintas. La relación

entre el vecindario y la topología o radii se calcula de la siguiente

forma:

D =
√∑

(xi−x̄)2+
∑

(yi−ȳ)2

p
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donde (x̄) =
∑p
i=1 xi
p

y (ȳ) =
∑p
i=1 yi
p

. La razón o radii entre el vecin-

dario y la topología de malla está dada por:

NGR = Dvecindario
Dmalla

Esta medida se conoce como la razón vecindario-malla (RVM).

Formas y tamaños diferentes de vecindarios y topologías proporcionan

una medida distinta de RVM, ver figura 3.4.

Figura 3.4: Ejemplos de formas de vecindarios y topologías de malla.

Una topología de malla cuadrada con un vecindario L5 es una

configuración comúnmente utilizada en la implementación de AG celu-

lares. En la figura 3.5, la razón vecindario-malla se ilustra para dis-
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Figura 3.5: Razón vecindario-malla para diferentes topologías de malla
y tamaños de población con un vecindario L5.

tintos tamaños de población con vecindario L5. Tres formas de malla

se evalúan: cuadrada, rectangular y lineal. Las curvas de la RVM

muestran razones altas para mallas cuadradas y razones bajas para

topologías lineales. La RVM se asocia a la presión de selección in-

ducida en AG celulares debido a sus características estructurales. Para

comprender esto de mejor manera, otro concepto importante es nece-

sario: el número de generaciones que toma al mejor individuo de una

población inicial esparcir su solución en todas las direcciones de la

topología de malla, es decir, conquistarla a partir de aplicar única-

mente el operador de selección. Un número de generaciones alto indica

una baja presión de selección es decir una búsqueda principalmente

explorativa. Por el contrario, un número de reducido de generaciones
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implica una alta presión de selección y por tanto una búsqueda orien-

tada a la explotación del espacio de búsqueda.

Los AG celulares son técnicas flexibles con un número de parámet-

ros que pueden configurarse. Por ejemplo, es posible pensar en modi-

ficar en tiempo de búsqueda las topologías de malla, tamaños y formas

de vecindarios como una forma de control de la presión de selección

inducida. Las modificaciones de la configuración pueden realizarse

de manera constante, definiendo un número de generaciones o bien

de forma adaptativa, midiendo generación a generación el compor-

tamiento, por ejemplo de la diversidad en el espacio de fenotipos y

genotipos, modificando entonces las configuraciones de estructura de

manera que se promueva la exploración o la explotación del espacio

de búsqueda.

3.2.1.1 Presión de selección por características estructurales

El matemático belga Pierre Verhulst en el siglo XIX, estudió modelos

logísticos de crecimiento para describir sistemas biológicos bajo condi-

ciones de recursos limitados. Considerando una población en panmixia

de cierto tamaño tamPob y un número de copias del mejor individuo

en un tiempo t discreto dado por N (t), la tasa de crecimiento se ex-

presa a través del siguiente modelo de recurrencia discreto:

N (0) = 1,

N (t) = N (t− 1) + pstamPobN (t− 1)
(
1−

(
1

tamPob

)
N (t− 1)

)
donde ps es la probabilidad de selección de un individuo y N (t) se

puede aproximar por la ecuación logística continua [415]:

80



N(t) = tamPob

1+( tamPobN(0)
−1)e−αt

donde α es la probabilidad ps. Aunque se obtienen curvas de crec-

imiento similares, el comportamiento en poblaciones estructuradas o

descentralizadas no es exponencial sino polinomial como fue sugerido

por Spiessen y Manderick in [431]. De este modo, las características es-

tructurales necesitan considerarse en el modelo matemático de la tasa

de crecimiento para AG celulares. Si se evalúa un caso límite donde el

mejor individuo dentro del vecindario se selecciona siempre para reem-

plazar al individuo actual o central (al vecindario), es decir ps = 1; y se

define un tamaño de población tamPob, donde
√
tamPob×

√
tamPob

determina una topología de malla cuadrada y un vecindario local con

radio r. La tasa de crecimiento del mejor individuo está dada por:

N (0) = 1,

N (t) = N (t− 1) + 4r2t− 2r (r + 1) , 0 ≤ t ≤ (
√
tamPob−1)

2
,

N (t) = N (t− 1)−4r2t+ 4r
√
tamPob−2r (r + 1) , t ≥ (

√
tamPob−1)

2

que en su forma cerrada queda como:

N (t) = 2r2t2 + 2r (2r + 1) t+ 1, 0 ≤ t ≤ (
√
tamPob−1)

2
,

N (t) = −2r2t2 + 2r
(

2
√
tamPob− 3r − 1

)
t+ 1, t ≥ (

√
tamPob−1)

2

En la figura 3.6 se ilustra la razón de crecimiento para una población

de 81 individuos con un vecindario local tipo C9, ver figura 3.4.
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Figura 3.6: Tasa de crecimiento teórica en una topología de malla
toroidal cuadrada y un vecindario local tipo Moore con probabilidad
de selección ps = 1

Si se considera la probabilidad variable ps, y cada individuo tiene

probabilidades de selección distintas: p0 probabilidad para el individuo

central y p1, p2, p3, p4...p8 para cada individuo dentro de un vecindario

tipo C9. El modelado de la recurrencia exacta se vuelve muy com-

plicado. Para poder construir un modelo completo, se recurre a mod-

elos más simples, en donde la tasa de crecimiento se describe como

la expansión de un cuadrado rotado, con una longitud por lado de

s =
√
N (t), y diagonal d =

√
N(t)

2
. La tasa de crecimiento de los in-

dividuos con probabilidad variable pi contenidos dentro del cuadrado

rotado está dada por la siguiente recurrencia:

N (0) = 1,

N (t) = N (t− 1) + 4pi

√
N(t−1)

2
, N (t) ≤ tamPob

2
,

N (t) = N (t− 1) + 4pi
√
tamPob−N (t− 1), N (t) > tamPob

2

Encontrar una forma cerrada de este modelo es una tarea com-

plicada de acuerdo a autores reconocidos del área [451]. En la figura

3.7 se muestra la tasa de crecimiento probabilista como ejemplo de la

dificultad que representa su modelado matemático.
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Figura 3.7: Tasa de crecimiento probabilista para una topología de
malla toroidal cuadrada con vecindario local y probabilidad de selec-
ción variable ps

3.2.1.2 Análisis empírico

Es posible tener una aproximación empírica del tiempo para el do-

minio de la topología de malla. A continuación se presenta un ejem-

plo utilizando como método de selección local, torneo binario y 50

ejecuciones por configuración fueron evaluadas. En la figura 3.8 se

muestran las distintas tasas de crecimiento para la conquista de la

malla, considerando un tamaño de la población de 400 individuos, con

las siguientes formas de topología de malla: 1)
√

400×
√

400 cuadrada,

2) 10× 400
10

rectangular y 3) 4× 400
4

lineal. La diferencia entre los tiem-

pos de dominio es evidente. Topologías de malla lineales proveen una

difusión más lenta del mejor individuo para conquistar la malla y por

ende menor presión de selección y un comportamiento principalmente

explorativo. Por otro lado, en topologías de malla cuadradas, la solu-

ción del mejor individuo conquista la malla rápidamente, en un número

menor de generaciones. Es decir, tiene un comportamiento con alta

presión de selección y por ende una búsqueda caracterizada por una

mayor explotación del espacio de búsqueda. Desde este punto de vista,

se ha investigado también la posibilidad de modificación dinámica de
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las propiedades estructurales en tiempo de búsqueda. Se han repor-

tado mejores desempeños algorítmicos bajo estos criterios [4].

Figura 3.8: Tasas de crecimiento promedio del mejor individuo en
topologías de malla cuadrada, rectangular y lineal con vecindario L5.
La tasa promedio de crecimiento se calcula con base en 50 experimen-
tos y aplicando únicamente el operador de selección.

3.2.2 Aceleración en AGP

Un tema controversial en AGPs son las aceleraciones que esquemas

distribuidos y celulares pueden alcanzar. El cálculo teórico de estas

aceleraciones, es una medida aceptada para determinar su eficiencia.

Calcular la razón entre el tiempo promedio de ejecución de la mejor

versión secuencial de un AG y otra técnica de búsqueda no evolu-

tiva, con respecto al tiempo promedio de ejecución de un AG paralelo

corriendo en un determinado número de procesadores, proporciona
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la aceleración alcanzada por este último. Aceleraciones sub-lineales

indican que esta razón es menor que el número de procesadores uti-

lizados en la ejecución del AGP. Aceleraciones lineales indican que esta

relación es igual mientras aceleraciones super-lineales indican que la

razón es mayor que el número de procesadores utilizados [6].

Un medida estricta para medir las aceleraciones de los AGPs in-

volucraría una comparación con la mejor versión secuencial de un AG,

lo cual es difícil de determinar [3]. Considerar el desempeño de un

AG secuencial como referencia en conjunto con una condición de paro

que evalúe la misma calidad de soluciones en todas las muestras ex-

perimentales, podría permitir una comparación justa, en términos de

aceleración, entre esquemas paralelos y secuenciales.

Los AGPs tienen tres características que permiten su aceleración:

1) dividir el espacio de búsqueda en diversas áreas de exploración

implementadas en distintas unidades de procesamiento, 2) reducir la

carga de procesamiento por medio de la distribución de la población

en un número de unidades de procesamiento y 3) operadores genéticos

aplicados a estructuras de datos reducidas [7].

Al analizar comparativamente las tasas de aceleración de los AG

distribuidos con sub-poblaciones en panmixia en comparación con el

desempeño de un AG secuencial, las aceleraciones calculadas resultan

excesivas. Sin embargo, cuando se considera la distribución de las sub-

poblaciones en un número de unidades de procesamiento, las tasas de

aceleración son moderadas [7].

Una de las características más importantes en los AGPs es el op-

erador de migración. Analizar el comportamiento de este operador
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bajo distintos criterios como la sincronía o asincronía de migrar indi-

viduos entre las sub-poblaciones, afecta directamente el desempeño de

la búsqueda. Entre los comportamientos con importancia significativa

se ha observado que utilizar bajas frecuencias de migración en combi-

nación con una comunicación asíncrona entre sub-poblaciones permite

una mayor aceleración. Este resultado considera sub-poblaciones en

panmixia con la misma configuración de parámetros [3].

3.2.3 Concepto de sincronismo en AGPs

En los AGPs tanto distribuidos como celulares, el concepto de sin-

cronía aplica de forma distinta. En un AGP distribuido, el operador

de migración está directamente relacionado con la comunicación entre

sub-poblaciones y por ende la sincronía con que ésta ocurre. Por otro

lado, en AGP de grano fino o celulares, la sincronía está relacionada

con la actualización de soluciones durante el proceso evolutivo. Esto

se explica a continuación a mayor detalle.

3.2.3.1 En AGPs distribuidos vía migración

Varios autores han investigado el efecto del sincronismo a través de

la migración de individuos entre sub-poblaciones. Se han considerado

varios escenarios tales como tener un conjunto de sub-poblaciones en

panmixia y tener sub-poblaciones descentralizadas; un tercer escenario

que se ha considerado es tener una combinación de sub-poblaciones en

panmixia y descentralizadas [14, 10]. Los tres esquemas han sido evalu-

ados no sólo a nivel algorítmico sino de implementación en plataformas

de cómputo para procesamiento paralelo [5, 12].
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Utilizando un esquema de procesamiento de instrucciones múlti-

ples - datos múltiples, con un esquema homogéneo de sub-poblaciones,

se verificó el comportamiento de distintas frecuencias de migración

definidas como múltiplos del tamaño de la población. Esto repre-

senta que la migración es nula cuando la frecuencia es cero, lo que

implica que la evolución es independiente de las sub-poblaciones. Lo-

calmente los operadores genéticos fueron configurados de la misma

forma. En general, los resultados mostraron un mejor desempeño

cuando la comunicación entre sub-poblaciones es asíncrona y la fre-

cuencia de migración es baja. En este sentido, el tener sub-poblaciones

descentralizadas permite una mejor eficacia que cuando se tienen sub-

poblaciones en panmixia. Las tasas de aceleración también se analizaron.

Bajas frecuencias de migración reportaron aceleraciones lineales para

sub-poblaciones descentralizadas y super-lineales para sub-poblaciones

en panmixia [14].

Se ha podido verificar el funcionamiento de los AGPs ampliando la

gama de problemas de prueba a aquellos del dominio continuo. El uso

de un esquema paralelo distribuido con sub-poblaciones en panmixia

y un ciclo evolutivo de estado estable donde solamente una solución se

actualiza en cada generación logró obtener soluciones de mejor calidad.

Además de la influencia de la frecuencia con la que se ejecuta la op-

eración de migración, la selección aleatoria de individuos migrantes de-

mostró también un mejor desempeño que la selección de los mejores in-

dividuos para migrar. El mejor desempeño continúa siendo a partir de

la aplicación de frecuencias de migración bajas ahora en combinación

con la selección aleatoria de soluciones para migrar. En problemas
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de optimización en el dominio continuo con óptimos locales engañosos

en sus espacios de búsqueda, los esquemas de sub-poblaciones descen-

tralizadas superaron el desempeño de aquellos con sub-poblaciones en

panmixia, además de responder mejor a frecuencias de migración al-

tas. Las tasas de aceleración también se relacionan con la operación

de la migración; a frecuencias de migración alta se obtienen mayores

tasas de aceleración en ambos esquemas poblacionales.

Es posible también considerar un esquema de AGPs con sub-poblaciones

tanto en panmixia como descentralizadas, utilizando un esquema de

cómputo heterogéneo distribuido. Las tasas de aceleración que se al-

canzan en estos caso son super-lineales vía el esquema sub-poblacional

mixto.

3.2.3.2 En AGP celulares vía criterios de actualización

En los AGPs de grano fino o celulares, el concepto de sincronismo se

asocia a los criterios de actualización de las soluciones. Se consideran

diversos escenarios como son: 1) barrido línea a línea, 2) barrido fijo

aleatorio, 3) barrido aleatorio, 4) selección uniforme. Cada unos de

estos criterios de actualización de soluciones se puede ejecutar de man-

era síncrona o asíncrona. La actualización síncrona se refiere a que la

población completa se genera a partir de los individuos actuales. En

contraste, la actualización asíncrona quiere decir que los individuos

se actualizan después de su proceso evolutivo a nivel local, entonces

los individuos en una generación han evolucionado de hijos generados

durante esta.
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El barrido línea a línea es la forma más sencilla de actualizar solu-

ciones en una topología de malla con conexión toroidal. Haciendo

el barrido secuencial de ubicación de las soluciones por línea o por

columna, se ejecuta la actualización de estas. El barrido aleatorio

fijo consiste en elegir de forma aleatoria una solución sin reemplazo

con una probabilidad uniforme. En cada generación se determina una

distribución diferente para la actualización de los individuos. La actu-

alización uniforme elige de forma aleatoria con una probabilidad uni-

forme una solución con reemplazo. Esto quiere decir que una solución

puede ser actualizada más de una vez en un mismo ciclo reproductivo.

También se ha buscado modelar formalmente el comportamiento

de los distintos criterios de actualización de soluciones considerando

ambos criterios de sincronismo [451]. Los criterios síncronos de actu-

alización presentan menores tasas de crecimiento de la mejor solución

en la topología de malla. Es decir, la búsqueda se ejecuta promoviendo

la exploración cuando se sigue un criterio de actualización uniforme.

Aplicar un barrido aleatorio o lineal para la actualización de soluciones

representa tasas más altas de crecimiento pero no alcanza a aquellas de

las poblaciones en panmixia. La principal característica que se apre-

cia es que las poblaciones en panmixia promueven la explotación del

espacio de búsqueda en mayor grado que los AGPs descentralizados o

celulares [182].

Finalmente, se puede concluir después de la evaluación de los cri-

terios síncronos y asíncronos en una variedad de problemas de opti-

mización combinatorios y del dominio continuo que, la actualización

asíncrona de soluciones mejora el desempeño algorítmico en términos
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de eficiencia y eficacia en comparación con el criterio asíncrono en

términos del número de generaciones necesarias para converger a la

solución del problema.

3.2.4 Discusión

En este capítulo se presentaron los distintos esquemas poblaciones que

se consideran en la paralelización de los AGs. Se introdujo el princi-

pal operador que distingue a estos esquemas evolutivos: el operador de

migración y su efecto en los procesos de búsqueda. También se intro-

dujeron de manera detallada los esquemas paralelos de AGs de grano

fino o celulares y la manera en que las características estructurales

de estos pueden afectar directamente la exploración y explotación del

espacio de búsqueda. Se abordó también el tema de las aceleraciones

que se pueden alcanzar vía la paralelización de grano fino y grueso de

los AGPs. Este análisis incluye los escenarios teóricos y reales de las

tasas de aceleración que se pueden alcanzar. Finalmente, se revisó el

concepto de sincronismo en ambos esquemas de paralelización el cual

se observó que afecta de manera positiva el desempeño algorítmico.

Los esquemas paralelos de los algoritmos genéticos permiten obtener

un mejor desempeño de los procesos de búsqueda. Sin embargo, se

debe considerar una serie de parámetros que se necesitan definir y

que requerirán la intervención de un usuario. Es importante destacar

también, que la mejora en el desempeño se puede apreciar tanto a

nivel algorítmico como a nivel de procesamiento. Es necesario tam-

bién indicar que la selección de la plataforma de cómputo paralelo ya
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sea distribuida o no, implicará costos de comunicación que deben ser

considerados para las tasas de aceleración que se pretendan alcanzar.

3.2.5 Investigación de AGPs en México

En México, investigadoras e investigadores en distintas instituciones y

centros de investigación se han dado a la tarea de explorar esquemas

evolutivos que utilizan AGPs. Por ejemplo, esquemas de AGPs de

grano fino para solucionar problemas de optimización mono-objetivo

sin restricciones y problemas combinatorios, han sido desarrollados en

[314, 313, 312]. El objetivo en esos trabajos es el estudio del efecto de

las características estructurales en las topologías de población descen-

tralizadas, utilizando mallas conectadas de forma toroidal. Distintos

criterios fueron definidos para modificar en tiempo de búsqueda la

forma de la topología y sin incrementar el costo computacional veri-

ficar la mejora del desempeño algorítmico al evaluar una cama prueba

con problemas mono-objetivo sin restricciones y combinatorios. Los

resultados obtenidos fueron alentadores y a partir de estos se extendió

el estudio de las propiedades estructurales a manipular también la di-

mensión de la topología de malla y modificarla en tiempo de búsqueda,

resultados positivos de este estudio fueron reportados en [315].

Debido al costo computacional de los AGs en general, la acel-

eración de estos utilizando plataformas de cómputo especializadas ha

sido un área de investigación también desarrollada en México. Partic-

ularmente, el diseño e implementación de un arreglo de procesadores

flexible para la aceleración de los AGs celulares, utilizando dispositivos

reconfigurables conocidos como arreglos de compuertas programables
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en el campo (FPGAs, por sus siglas en Inglés) se reportó en [252]. Este

trabajo presenta una forma novedosa de dividir a la población descen-

tralizada en un número determinado de unidades de procesamiento

especialmente diseñadas para operadores evolutivos, manteniendo las

conexiones toroidales entre soluciones. La flexibilidad del diseño con-

siste en poder definir de acuerdo a las necesidades de usuario el número

de unidades de procesamiento. De este modo, un número mayor de

unidades de procesamiento permitirá acelerar la ejecución del algo-

ritmo y un número menor de estas permitirá reducir el uso de recursos

de hardware.

En el ámbito de la optimización multi-objetivo desde la perspec-

tiva del cómputo evolutivo utilizando esquemas poblacionales parale-

los, investigadores en México han desarrollado un esquema con base en

algoritmos genéticos utilizando múltiples resoluciones [271]. La prop-

uesta algorítmica llamada "Algoritmo genético multi-objetivo con res-

olución múltiple" (MRMOGA por sus siglas en Inglés), consiste de

un conjunto de sub-poblaciones las cuales a nivel representación de

soluciones evolucionan con resoluciones distintas, lo cual implica la

división del espacio de búsqueda en regiones acotadas y traslapadas.

El desempeño alcanzado por MRMOGA supera los resultados repor-

tados en esquemas evolutivos paralelos en términos de convergencia y

evidencia la necesidad de profundizar el estudio de la escalabilidad de

esquemas evolutivos paralelos.

Los esquemas paralelos de técnicas evolutivas en general y en par-

ticular de algoritmos genéticos paralelos han sido ampliamente es-

tudiados por la comunidad en sus versiones distribu idas, existe sin
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embargo, menos investigación en trabajos reportados en sus aproxi-

maciones descentralizadas, de grano fino o celulares [437]. L os con-

textos de optimización más abordados son de un objetivo existiendo

un número menor de investigaciones en las áreas de optimización con

múltiples objetivos, desde esta perspect iva de distribución o descen-

tralización de las soluciones [276]. Dentro del área, uno de los retos

importantes es la exploración de esquemas di stribuidos y descentral-

izados que ataquen problemas con múltiples y con muchos objetivos en

contextos restringidos de optimización estáticos y dinámicos [271]. En

este sent ido y aunque de forma inicial, técnicas evolutivas establecidas

como los algoritmos genéticos fueron los que dirigieron el desarrollo de

estos esquemas paralelos. Sin embargo y como retos dentro del área, la

comunidad ha explorado también otras técnicas no sólo evolutivas sino

del ámbito bio-inspirado siguiendo distintas dinámicas poblacionales

con resultados competitivos [516, 25, 494].

Por otro lado, el rápido desarrollo de arquitecturas hardware-software

para procesamiento paralelo masivo ha permitido también el escalamiento

de técnicas algorítmicas evol utivas en particular de algoritmos genéti-

cos para su implementación y la verificación de desempeño en en-

tornos condicionados en el tiempo [473, 152]. Así también, de sde la

perspectiva del desarrollo de técnicas algorítmicas que se adapten a

este tipo de plataformas de procesamiento, existen nichos de oportu-

nidad importantes para el desarrollo d e técnicas evolutivas cuyas solu-

ciones tanto en esquemas distribuidos como descentralizados tomen

ventaja de estas tecnologías mejorando no sólo la calidad de solu-
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ciones obtenidas s ino reduciendo los tiempos de procesamiento para

llegar a ellas.

3.2.6 Retos y perspectivas

Los esquemas paralelos de técnicas evolutivas en general y en par-

ticular de algoritmos genéticos paralelos han sido ampliamente es-

tudiados por la comunidad en sus versiones distribuidas, existe sin

embargo, menos investigación en trabajos reportados en sus aproxi-

maciones descentralizadas, de grano fino o celulares [437]. Los con-

textos de optimización más abordados son de un objetivo existiendo

un número menor de investigaciones en las áreas de optimización con

múltiples objetivos, desde esta perspectiva de distribución o descen-

tralización de las soluciones [276]. Dentro del área, uno de los retos

importantes es la exploración de esquemas distribuidos y descentral-

izados que ataquen problemas con múltiples y con muchos objetivos en

contextos restringidos de optimización estáticos y dinámicos [271]. En

este sentido y aunque de forma inicial, técnicas evolutivas establecidas

como los algoritmos genéticos fueron los que dirigieron el desarrollo de

estos esquemas paralelos. Sin embargo y como retos dentro del área, la

comunidad ha explorado también otras técnicas no sólo evolutivas sino

del ámbito bio-inspirado siguiendo distintas dinámicas poblacionales

con resultados competitivos [516, 25, 494].

Por otro lado, el rápido desarrollo de arquitecturas hardware-software

para procesamiento paralelo masivo ha permitido también el escalamiento

de técnicas algorítmicas evolutivas en particular de algoritmos genéti-

cos para su implementación y la verificación de desempeño en en-
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tornos condicionados en el tiempo [473, 152]. Así también, desde la

perspectiva del desarrollo de técnicas algorítmicas que se adapten a

este tipo de plataformas de procesamiento, existen nichos de oportu-

nidad importantes para el desarrollo de técnicas evolutivas cuyas solu-

ciones tanto en esquemas distribuidos como descentralizados tomen

ventaja de estas tecnologías mejorando no sólo la calidad de solu-

ciones obtenidas sino reduciendo los tiempos de procesamiento para

llegar a ellas.

3.2.7 Para saber más

Dentro de la comunidad científica dedicada a la investigación en las

áreas de las técnicas algorítmicas evolutivas que desarrollan el con-

cepto de paralelismo, se han generado recursos bibliográficos diversos

de entre los cuales destacan:

• Algoritmos genéticos paralelos por Gabriel Luque y Enrique Alba

[277].

• Algoritmos evolutivos estructurados espacialmente por Marco

Tomassini [451].

• Algoritmos genéticos celulares por Bernabé Dorronsoro y En-

rique Alba [11].

• Algoritmos genéticos paralelos eficientes y precisos por Erick

Cantú-Paz [72].

Por otro lado, entre los grupos de investigación que se desarrollan

en el área destaca el liderado por el investigador Enrique Alba de la
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Universidad de Málaga en España, quien en colaboración con otros in-

vestigadores y estudiantes, a puesto a disposición una serie de recursos

relacionados en [328]. En particular, en la sección de software se en-

cuentran disponibles herramientas para el diseño e implementación de

algoritmos evolutivos paralelos tanto de grano grueso como de grano

fino.
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Capítulo 4

Programación Genética

4.1 Introducción

En este capítulo se presenta una introducción a Programación Genética

(PG) así como la descripción de cada uno de los aspectos que la com-

prenden, las perspectivas de este campo y las áreas donde se ha apli-

cado en México. PG es un algoritmo de búsqueda inspirado en los prin-

cipios de la evolución de las especies de Charles Darwin (ver [240, 367]).

Particularmente, PG engloba a un conjunto de técnicas de cómputo

evolutivo, las cuales tienen como objetivo solucionar automáticamente

problemas partiendo de ejemplos del problema por resolver a través

de expresiones evaluables o programas.

La Programación Genética ha sido ampliamente utilizada en difer-

entes dominios, siendo capaz de resolver una gran variedad de proble-

mas de alta complejidad muchas veces mejorando las soluciones encon-
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tradas por humanos. Por ejemplo, en la competencia –“Humies1” cel-

ebrada anualmente en el marco de la Genetic and Evolutionary Com-

putation Conference (GECCO), la cual premia sistemas bio-inspirados

que mejoran las soluciones encontradas por humanos a problemas difí-

ciles —desde 2004 y hasta 2017, PG ha sido galardonada con 8 medal-

las de oro, 5 de plata y 1 de bronce. En particular, en esta competencia

y utlizando PG, México ha obtenido una medalla de bronce [454]. En

competencias de categorización de texto se ha obtenido primer lugar

en identificación de humor [349] y en detección de agresividad [188].

En México, la PG ha sido estudiada y aplicada sobre una gran var-

iedad de dominios, empezando por aplicaciones tradicionales como el

diseño de circuitos lógicos [2], regresión simbólica [428], identificación

de sistemas [391, 153], modelado de sistemas de manchas solares [392],

lluvia [389], temperatura del agua [24], turbinas de gas [27, 143, 396],

absorción de partículas [504], medición de la capacidad de automovilis-

tas para el manejo de vehículos [268, 267], sistemas caóticos [390],

detección de fallas en transformadores de potencia [76] y modelado

cualitativo de sistemas [413].

La PG ha probado su efectividad con respecto a algoritmos tradi-

cionales de aprendizaje de máquina en problemas como predicción de

series de tiempo [187, 74], clasificación [325, 192], generación de ensam-

bles de clasificadores [1], generación de prototipos [462, 138, 137, 394],

generación de heurísticas [427, 425, 342], navegación autónoma [326],

generación de rejillas topográficas [387] y memorias asociativas [476].

En el área de procesamiento de lenguaje natural, la PG ha sido uti-

1http://www.human-competitive.org
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lizada para mejorar la representación del texto en un espacio vectorial

[139], aplicada a problemas de categorización de texto en análisis de

sentimientos [191], intensidad de una emoción [188], identificación de

humor [349] y detección de agresión [188], entre otras. En al área de

visión computacional, la PG ha servido para desarrollar nuevas rep-

resentaciones siguiendo un enfoque de redes profundas [388], repre-

sentación de palabras visuales [139], estimación de exponentes Hölder

en imágenes [454], detección de puntos de interés [456, 334, 333], re-

conocimiento de objetos [332], análisis de imágenes hiper-espectrales

[125] y estimación de vegetación [374]. En el país también se realiza

investigación teórico-práctica sobre la creación de modelos que per-

mitan predecir su rendimiento como en [288, 189, 190], métodos de

muestreo en la función objetivo [287], mejoras al algoritmo como en

[266, 169] y control de código superfluo [455]. El lector interesado en

la teoría de PG puede revisar los siguientes trabajos paradigmáticos

[368, 433, 369], que son referentes indispensables sobre el tema.

La idea detrás de la PG es evolucionar programas partiendo de

una descripción de lo que debe hacer el programa. Tradicionalmente,

esta descripción se realiza mediante un conjunto de pares de entrada-

salida, tal como se haría con la descripción de una función. Esta

descripción es similar a la usada en Aprendizaje Supervisado, con la

diferencia de que en PG no existen tipos definidos para las entradas

y las salidas; por otro lado, en aprendizaje supervisado, las entradas

están en un espacio vectorial y su salida es un número natural o real.

Utilizando esta descripción, la funcionalidad de un programa se define

como el conjunto X = {(x0, y0), . . . , (xi, yi), . . . , (xN , yN)}, donde xi
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representa la i-ésima entrada y yi es su correspondiente salida. En

cierta forma, la idea es encontrar un programa f tal que aplicado a

un conjunto de entradas xi se evalúe a las predicciones ŷi de tal forma

que éstas se aproximen a los valores originales yi, donde la similitud se

mide por medio de una función de aptitud. Tal y como sucede en otros

algoritmos de aprendizaje, la efectividad de f no estará en aprender los

datos de entrenamiento, sino en su capacidad de generalizar a entradas

nunca antes vistas. El procedimiento de aprendizaje y predicción se

detallará en el resto de este capítulo.

La PG comparte muchas similitudes con los Algoritmos Genéticos

(AG). De hecho, se podría decir que la PG es una generalización del

AG; la diferencia radica en que la PG utiliza una representación vari-

able para sus soluciones y el AG tiene una representación fija; esta

diferencia tiene varias implicaciones las cuales se verán a detalle en el

transcurso del capítulo. Por el momento, veamos las similitudes que

comparten ambos enfoques. La PG es un algoritmo evolutivo pobla-

cional, es decir, utiliza un conjunto de soluciones, llamado población,

para hacer un muestreo del espacio de búsqueda. La búsqueda es

guiada mediante la selección de individuos en la población y los oper-

adores genéticos, como son la recombinación y la mutación, se encar-

gan de generar nuevos individuos, es decir, nuevos puntos en el espacio

de búsqueda.

El resto del capítulo detalla un sistema de PG típico, empezando

por los tipos de evolución que pueden realizar (sección 4.2), la rep-

resentación que se utiliza (sección 4.3), seguida por la creación de

la población inicial (sección 4.4), los operadores que se utilizan para
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generar un individuo (sección 4.5) y finalmente, las técnica utilizada

para hacer la selección (sección 4.6).

4.2 Proceso evolutivo

La evolución de la población de programas en la PG puede realizarse

de dos maneras: mediante una evolución generacional o mediante una

evolución de estado estable. Ambos tipos de evolución requieren una

población inicial, y la diferencia entre ellas radica en el uso de dicha

población para generar individuos y la actualización de la misma. En

la evolución generacional existen dos tipos de poblaciones: la de los

padres y la de los nuevos individuos. La población de padres es uti-

lizada para generar nuevos individuos y, por lo general, cuando la

población de nuevos individuos tiene el mismo número de elementos

que la población de padres, se procede a mezclar estas poblaciones

para convertirse en la población de padres de la siguiente generación.

Por otro lado, la evolución de estado estable no contempla esta difer-

encia entre población de padres y de nuevos individuos, dado que el

individuo generado reemplaza un individuo de la población actual.

El algoritmo 3 muestra el pseudocódigo de la evolución genera-

cional. Como se había mencionado, se requiere de una población ini-

cial, denominada P , la cual será utilizada para generar individuos

y será actualizada mientras no se cumpla un Criterio de Paro estable-

cido. Lo primero que se observa en el algoritmo son dos ciclos anidados

(líneas 1 y 2). El primero itera hasta que se cumpla la condición de

paro y el segundo se encarga de generar la población de hijos (línea 3),
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Ph. Al final de este segundo ciclo, se tienen dos poblaciones P y Ph.
Estas dos poblaciones se combinan (línea 5) para formar una nueva

población P utilizada en la siguiente generación. La función Mezcla

combina estas poblaciones, y puede ser tan simple como seleccionar

todo Ph para reemplazar P , o pueden adoptarse estrategias más com-

plejas como remplazo con elitismo, donde se realiza el remplazo pero se

asegura que los mejores individuos de ambas poblaciones se preserven

en la siguiente generación.

Algoritmo 3 Evolución generacional
Entrada: P . Población
1: mientras no Criterio de Paro(P) hacer
2: para i = 0 hasta |P| hacer
3: Ph(i)← Operadores Genéticos(P) . Ver algoritmo 7
4: fin para
5: P ← Mezcla(P ,Ph)
6: fin mientras
7: devolver P

La evolución generacional es muy utilizada tanto en computación

evolutiva como en PG. Sin embargo, hasta la fecha no existen ventajas

teóricas para decidir utilizar un tipo de evolución sobre el otro. Con-

siderando lo anterior, este capítulo se enfocará en el uso de evolución

de estado estable debido a que su implementación es más simple.

El algoritmo 4 muestra el pseudocódigo de una evolución de estado

estable. P es utilizada para generar un individuo, hijo, mediante la

aplicación de operadores genéticos (línea 2). El hijo reemplaza (línea

4) a un elemento de P que es seleccionado utilizando una selección neg-

ativa, es decir, se selecciona un individuo con una aptitud baja (línea
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3). Este proceso continúa hasta que el criterio de paro es alcanzado.

Dicho criterio puede ser variado, tal como alcanzar un número máx-

imo de individuos generados, convergencia de una función de error,

encontrar una solución adecuada o suficiente, entre otras opciones.

Algoritmo 4 Evolución estado estable
Entrada: P . Población
1: mientras no Criterio de Paro(P) hacer
2: hijo ← Operadores Genéticos(P) . Ver algoritmo 7
3: k ← Selección Negativa(P) . Ver algoritmo 11
4: P(k)← hijo . Reemplaza el k-ésimo individuo
5: fin mientras
6: devolver P

4.3 Representación

Tomando en cuenta que el objetivo de PG es evolucionar programas,

es normal pensar que la PG evoluciona programas escritos en algún

lenguaje de programación, p.ej., Python, utilizando un intérprete o

compilador y máquina que lo ejecute, dependiendo del caso. Aunque

esto es factible y existen sistemas de PG que han seguido este camino,

no es lo más común. En este capítulo seguimos una de las prácticas

más comunes, popularizada en el libro de Koza [240], la cual consiste

en representar un programa utilizando un árbol de expresión. Un

árbol de expresión cuenta con tres nodos distintivos: la raíz la cual es

la salida de la expresión, los nodos internos y las hojas. La función

de la raíz y los nodos internos es aplicar operaciones a sus hijos y las

hojas representan las entradas, ya sean variables o constantes. Un
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Figura 4.1: Expresión x+x
sin(9.34x)

representada en un árbol de expre-
siones.

ejemplo de un árbol de expresión se muestra en la figura 4.1, donde la

expresión x+x
sin(9.34x)

es representada en el árbol.

Los árboles de expresiones se forman partiendo de dos conjuntos:

uno de terminales, T , que contiene las variables, constantes y funciones

sin argumentos; y otro de funciones, F , que contiene las funciones u

operadores que reciben argumentos. Por ejemplo, en una regresión

simbólica, la cual consiste en encontrar la función que más se asemeja

a una serie de puntos, el conjunto de terminales podría ser T = {x,<},
donde x es la variable independiente y < representa un número aleato-

rio; y el conjunto de funciones podría ser: F = {+,−, ·, /,√, sin, cos}.
Continuando con este ejemplo, se puede observar que la expresión

representada en la figura 4.1 pudo haber sido generada con los men-

cionados conjuntos de terminales y funciones.

Una codificación simple de un árbol de expresión puede ser repre-

sentado en un arreglo o una lista, es decir, un árbol de expresión puede

estar codificado de manera lineal. Esta codificación se logra recor-

riendo el árbol a lo profundo. Por ejemplo, la expresión representada

en la figura 4.1 puede ser representada como (/,+, x, x, sin,×, 9.34, x).
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Esta codificación será la utilizada en este capítulo para representar los

árboles de expresiones.

Dado un árbol de expresión se requiere tener un procedimiento

para su evaluación. Dicho procedimiento se muestra en el algoritmo

5, Evaluación, el cual recibe como entrada un árbol de expresión rep-

resentado en una estructura de datos lineal como un arreglo o lista.

La expresión es codificada en x, donde xi es la i-ésima posición, e i

es una variable global. Evaluación es una función recursiva, donde la

recursión termina cuando xi es una constante o variable (ver líneas

15-19). Cuando xi es una función (v.g., xi ∈ F), línea 1, se debe de

conocer la cantidad de argumentos que requiere, línea 3, y empieza

la recursión. En caso de que requiera un argumento, líneas 4-7, se

incrementa la posición i en uno y se llama a Evaluación terminando

con la evaluación de la función xi en el valor regresado en la recursión.

Para más argumentos, líneas 9-14, se invoca Evaluación tantas veces

como argumentos requiera la función, y el valor es guardado en una

estructura, w, que podría ser un arreglo o lista. La línea 14 evalúa la

función f , v.g., xi, en los argumentos w. Por ejemplo, sea f la suma,

entonces la línea 14 realizaría w0 + w1.

4.4 Población inicial

Una vez descrita la representación que tendrán los individuos dentro

de la población por medio de árboles de expresiones, la codificación de

éstos mediante una estructura de datos lineal y el pseudocódigo para
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Algoritmo 5 Evaluación
Entrada: x . Individuo
Entrada: i . Posición, variable global
1: si xi es una función entonces
2: f ← xi
3: d← #argumentos(f)
4: si d = 1 entonces
5: i← i+ 1
6: w ← Evaluación(x)
7: devolver f(w)
8: fin si
9: w . Estructura de datos, p.ej., arreglo o lista
10: para j = 0 hasta d hacer
11: i← i+ 1
12: wj ← Evaluación(x)
13: fin para
14: devolver f(w)
15: si no si xi es una variable entonces
16: devolver el valor de la variable xi
17: si no
18: devolver la constante xi
19: fin si
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(a) Balanceado (b) Desbalanceado
Figura 4.2: Árboles de expresiones.

evaluar un individuo, ya es posible describir el procedimiento para

crear la población inicial.

En PG existen dos procedimientos tradicionales para generar un

individuo: 1) generar un árbol de expresiones balanceado (Full) o 2)

generar un árbol desbalanceado (Grow); ambos se definen con una

altura máxima. La definición de un árbol balanceado es aquel donde

los hijos de cualquier nodo tienen siempre la misma altura. La figura

4.2 muestra un árbol balanceado y un árbol no balanceado. En la

figura 4.2a se observa cómo la definición de balanceo solo considera

la altura sin importar el número de nodos. Por ejemplo, la raíz tiene

tres nodos en su hijo izquierdo y dos nodos en su hijo derecho y es un

árbol balanceado.

Estos dos procedimientos para generar un individuo comparten

muchas similitudes. Por esta razón, el algoritmo 6 presenta ambos pro-

cedimientos, decidiendo cuál utilizar mediante una bandera, Método.

El proceso de generar un individuo utiliza el conjunto de funciones y

terminales y la altura deseada h. Éste es un procedimiento recursivo

donde la recursión termina cuando la altura h = 0 llega a su valor mín-

imo (líneas 1-3) o en el caso en que se utilice el método desbalanceado,
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(líneas 3-5) y un número aleatorio sea menor que |T |
|T |+|F| . Si ninguna de

las dos condiciones se cumplen, empieza la recursión, primero decre-

mentando h (línea 6), después seleccionando de manera aleatoria una

función del conjunto F (línea 7) y contando sus argumentos (línea 8).

La estructura, w, definida en la línea 9 es la encargada de guardar

los componentes de la regresión. Dicha estructura podría ser una lista

o un conjunto que mantiene el orden de inserción. El procedimiento

continúa creando un ciclo del número de argumentos (líneas 10-12),

donde se hace la recursión y el resultado de la recursión se añade a w,

línea 11. Finalmente el individuo creado está en w y se regresa en la

línea 13.

Algoritmo 6 Creación de Individuo
Entrada: F . Conjunto de funciones
Entrada: T . Conjunto de terminales
Entrada: h . Altura
Entrada: Método
1: si h = 0 entonces
2: devolver x ∈ T
3: si no si Método es desbalanceado y Número Aleatorio() <

|T |
|T |+|F| entonces

4: devolver x ∈ T
5: fin si
6: h← h− 1
7: f ∈ F
8: d← #argumentos(f)
9: w = [f ] . Estructura de datos, e.g. lista
10: para j = 0 hasta d hacer
11: w← w ∪ Creación de Individuo(h,Método)
12: fin para
13: devolver w
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Es probable que uno de los métodos más tradicionales para crear

la población inicial sea el método ramped half-and-half, propuesto por

Koza [240], el cual consiste en construir la mitad de la población uti-

lizando un método balanceado y la otra mitad utilizando un método

desbalanceado. Además de lo anterior, la altura del árbol varía desde

un valor de altura mínima hasta un valor máximo de manera lineal

tomando en cuenta el tamaño de la población.

4.5 Operadores Genéticos

Habiendo descrito dos procedimientos para la creación de la población

inicial, es tiempo de introducir los operadores genéticos que permitirán

la creación de nuevos individuos basados en la población actual. En

PG se acostumbra tener dos operadores genéticos: mutación (ver Sec-

ción 4.5.2) y recombinación (ver Sección 4.5.1), que a diferencia del

AG, son excluyentes y seleccionados de manera aleatoria.

El algoritmo 7 muestra el procedimiento para generar un individuo

utilizando mutación y recombinación. Lo primero que se realiza es la

selección de los individuos que servirán como padres en este proceso

(línea 1 y línea 3). Esto es seguido por la decisión de generar un

individuo mediante mutación o recombinación, la cual se realiza de

manera aleatoria y se controla con un parámetro: la probabilidad de

recombinación pxo (línea 2). En caso de aplicarse recombinación, se

requieren dos elementos (línea 4) y en el caso de mutación solamente

se requiere un elemento (línea 6).
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Algoritmo 7 Operadores genéticos
Entrada: P . Población
1: a← Selección(P) . Ver algoritmo 11
2: si Número Aleatorio() < pxo entonces
3: b← Selección(P) . Ver algoritmo 11
4: w← Recombinación(P(a)),P(b)) . Ver algoritmo 9
5: si no
6: w← Mutación(P(a)) . Ver algoritmo 10
7: fin si
8: devolver w

(a) Primer padre (b) Segundo padre (c) Hijo
Figura 4.3: Proceso de recombinación. Los nodos azules representan
los puntos de recombinación y el hijo se construye reemplazando el
subárbol del primer padre con el subárbol del segundo padre.

4.5.1 Recombinación

La recombinación es la operación genética que toma dos individuos

de la población, denominados padres, y los combina para generar un

nuevo individuo. Tomando en cuenta que los individuos son árboles de

expresiones, entonces la recombinación se plantea como la generación

de un nuevo árbol de expresión. La idea es escoger en cada árbol un

punto de recombinación e intercambiar los subárboles cuya raíz sean

dichos puntos de recombinación.
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La figura 4.3 muestra el procedimiento de recombinación. En dicha

figura, los dos padres son los primeros dos árboles de la izquierda, ver

figuras 4.3a y 4.3b. El nuevo individuo es el árbol de la derecha, ver

figura 4.3c; es común llamar hijo al producto de la recombinación. Los

nodos de color azul representan los puntos de recombinación, siendo

el procedimiento para generar un nuevo individuo el cambiar los sub-

árboles cuya raíz son los nodos en azul. En particular, aquí se crea

solamente un individuo, el cual es generado al reemplazar el subárbol

del primer padre por el subárbol del segundo padre.

El procedimiento de recombinación requiere de un método que per-

mita conocer donde termina un subárbol dada su raíz. Esto es debido

a que se está codificando un árbol de expresión en una estructura lin-

eal. Este procedimiento es simple y solamente se requiere el contar

el número de argumentos por cada función encontrada en el camino.

El algoritmo 8 presenta el pseudocódigo para hacer el recorrido por el

subárbol. Este procedimiento recibe un individuo y la posición de la

raíz del subárbol de interés. El ciclo de las líneas 2-12, realiza todo el

recorrido del subárbol terminando cuando las funciones encontradas

en el recorrido han satisfecho todos sus argumentos, líneas 9-11, re-

gresando la posición del último nodo del subárbol. En cada iteración

se sabe que se consume un argumento, línea 5, y se incrementa la

posición final del subárbol, línea 4. Además se verifica si el nodo ac-

tual corresponde a una función. En caso afirmativo, se incrementa el

número de argumentos, líneas 6-8, y todo este proceso continua hasta

que los argumentos requeridos por la funciones han sido cubiertos.
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Algoritmo 8 Recorre
Entrada: x . Individuo
Entrada: i . Posición
1: c← 1 . Número de argumentos
2: mientras Verdadero hacer
3: x← xi
4: i← i+ 1
5: c← c− 1
6: si x es una función entonces
7: c← c+ #argumentos(x)
8: fin si
9: si c = 0 entonces
10: devolver i
11: fin si
12: fin mientras

Ahora que se conoce la función auxiliar, Recorre, es momento de

describir el pseudocódigo de la recombinación, el cual se muestra en

el algoritmo 9. Lo primero que se puede observar es que la recom-

binación requiere dos individuos, x,y; el segundo paso es seleccionar

un nodo de cada uno de estos individuos, líneas 1 y 2. Las líneas 3 y

4 calculan las posiciones donde terminan cada uno de los subárboles

que corresponden a los nodos seleccionados. Finalmente, el individuo

generado corresponde al reemplazo de la subcadena que representa el

subárbol del primer padre con la subcadena que representa el subárbol

del segundo padre, ver línea 5.
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Algoritmo 9 Recombinación
Entrada: x . Primer padre
Entrada: y . Segundo padre
1: i← Punto de recombinación(x)
2: j ← Punto de recombinación(y)
3: ik ← Recorre(x, i) . Ver algoritmo 8
4: jk ← Recorre(y, j) . Ver algoritmo 8
5: devolver x0,...,i ∪ yj,...,jk ∪ xik,...,|x|

4.5.2 Mutación

Existen diferentes tipos de mutación. Una de las más utilizadas es

la mutación de subárbol, la cual consiste en hacer recombinación de

un individuo de la población con un individuo aleatorio. La idea es

reemplazar un subárbol del individuo de la población por un subárbol

aleatorio y esto se logra utilizando métodos previamente definidos.

La mutación de subárbol se presenta en el algoritmo 10. Este

procedimiento requiere un padre, x. Después se genera un individuo

aleatorio utilizando el método Creación de Individuo. Por lo general, se

usa una altura menor a siete y después se regresa la Recombinación de

los individuos (línea 2).

Algoritmo 10 Mutación
Entrada: x . Padre
1: y← Creación de Individuo(4,Balanceado) . Ver algoritmo 6
2: devolver Recombinación(x,y) . Ver algoritmo 9

La mutación de subárbol no es el único tipo de mutación. Otro

tipo de mutación muy utilizada es la mutación de punto, que tiene su

homólogo en el AG. La mutación de punto funciona iterando por todos
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los nodos del individuo y seleccionando aleatoriamente algunos nodos

para ser mutados. Un nodo seleccionado para ser mutado cambia su

valor de la siguiente manera. Un nodo que tiene una función cambia

la función por otra de la misma cardinalidad. Por otro lado, un nodo

que tiene una terminal cambia su valor por otra terminal seleccionada

del conjunto de terminales.

4.6 Selección

Hasta este momento hemos revisado los procedimientos para hacer

una evolución de estado estable, generar una población inicial y mod-

ificar la población utilizando operadores genéticos. En esta sección se

muestra el proceso de selección de los individuos padres que generarán

mediante operadores genéticos un nuevo individuo.

La selección, como su nombre lo indica, debe escoger un individuo

de la población con base en su aptitud; es decir, se busca aquel in-

dividuo que resuelve de mejor manera el problema. En el caso de la

selección negativa se busca el individuo que resuelve el problema de la

peor manera.

Recordemos que la forma en que se describe la funcionalidad de

un programa es mediante un conjunto de pares entrada-salida, v.g.,

X = {(x0, y0), . . . , (xi, yi), . . . , (xN , yN)}, donde xi representa la i-

ésima entrada y yi es su salida correspondiente. Utilizando X se puede

definir la aptitud de un programa p de la siguiente manera.

Aptitud(p) =
∑

(x,y)∈X

Mide Approximación(y, p(x)) (4.1)
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donde p(x) representa la salida del programa p cuando la entrada es x

y Mide Approximación es una función que captura que tanto se parece

la predicción p(x) a la salida esperada y.

Existen varios procedimientos de selección. Uno de los más co-

munes es la selección proporcional o por ruleta. La idea de esta selec-

ción es asignar a cada individuo una probabilidad de ser seleccionado

directamente proporcional a su aptitud. Otro tipo de selección muy

utilizado en la comunidad es la selección por torneo, donde la idea es

seleccionar al ganador de un grupo de individuos seleccionados aleato-

riamente. Al tamaño del grupo se le conoce como el tamaño del torneo.

El algoritmo 11 presenta el pseudocódigo de la selección por tor-

neo. El procedimiento requiere la población, P , y el tamaño del torneo,

t. Se empieza seleccionando un individuo de la población, v.g., el k-

ésimo, para el cual se obtiene su aptitud ga, líneas 1 y 2. El individuo

P(k) es momentáneamente el mejor elemento conocido. El ciclo prin-

cipal ejecuta el torneo, líneas 3-10. En cada iteración se selecciona un

elemento de la población junto con su aptitud (línea 4 y 5). En caso

que el nuevo individuo tenga una mejor aptitud que la conocida, éste

se convierte en el ganador del torneo, líneas 6-9. El procedimiento

termina regresando la posición del mejor individuo.

4.7 Espacio de búsqueda

La PG es un algoritmo de búsqueda inspirado en los principios de la

evolución. En esta sección se describe cómo es el espacio de búsqueda,

Ω. Existen dos diferencias principales entre la PG y el AG: 1) la PG
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Algoritmo 11 Selección
Entrada: P . Población
Entrada: t . Tamaño del torneo
1: k ← Número Aleatorio() . 0 ≤ Número aleatorio entero < |P|
2: ga ← Aptitud(P(k)) . Ver ecuación 4.1
3: para i = 1 hasta t hacer
4: ck ← Número Aleatorio()
5: ca ← Aptitud(P(ck)) . Ver ecuación 4.1
6: si ca > ga . En selección negativa se cambia la comparación,

i.e. ca < ga entonces
7: k ← ck
8: ga ← ca
9: fin si
10: fin para
11: devolver k

busca en un espacio posiblemente infinito de programas, mientras que

el AG en un espacio finito; y 2) las soluciones de la PG tienen una

codificación de longitud variable y las del AG son de longitud fija.

El espacio de búsqueda de la PG se construye partiendo del con-

junto de funciones, F , y del conjunto de terminales, T , de la sigu-

iente manera. Sea Fc ⊆ F el subconjunto de funciones con car-

dinalidad c del conjunto de funciones; y Ωi los elementos creados

en la i-ésima iteración, iniciando en i = 0. Usando esta notación,

los primeros elementos del espacio de búsqueda, v.g., i = 0, son

Ω0 =
⋃
c{f(x1, · · · , xc) | xi ∈ T , f ∈ Fc}. El resto de los elemen-

tos se construyen iterativamente usando Ωi =
⋃
c{f(x1, · · · , xc) | xi ∈

Ωi−1, f ∈ Fc}; por lo tanto, el espacio de búsqueda está definido como

Ω =
⋃
i Ω

i.
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(a) Todos los elementos de Ω0.

(b) Algunos elementos de Ω1.
Figura 4.4: Ejemplo del espacio de búsqueda cuando T = {x, y} y
F = {+, sin}.

Con el objetivo de ejemplificar la estructura del espacio de búsqueda,

la figura 4.4 presenta unos elementos del espacio de búsqueda cuando

el conjunto de terminales es T = {x, y} y el conjunto de funciones

es F = {+, sin}. La figura 4.4a muestra todos los elementos de Ω0,

los cuales corresponden a las combinaciones entre el operador + y las

entradas, así como a la función sin y las posibles entradas. La parte

inferior de la figura muestra algunos elementos de Ω1. Siguiendo la

definición dada, la primera expresión corresponde al segundo elemento

de Ω1 y el último elemento corresponde al último elemento generado

en Ω1.

4.8 Retos y Perspectivas

PG ha sido utilizado en una gran diversidad de áreas y aplicaciones

como se ha descrito en la Sección 4.1. Aun así consideramos de partic-
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ular importancia mencionar brevemente dos áreas que han tenido un

auge muy importante en los últimos años. En primer lugar tratare-

mos, dentro de aprendizaje computacional, el problema de aprendizaje

supervisado y en segundo lugar se tocará el tema de programación

automática que es una de las tareas mas anheladas en el área y en

particular el tema de la mejora de software mediante PG.

PG ha sido utilizada en diferentes tareas de aprendizaje super-

visado mostrando ser un enfoque competitivo contra otras técnicas

tradicionales de aprendizaje supervisado, como máquinas de soporte

vectorial, árboles de decisión, entre otras. Sin embargo, recientemente

ha habido una explosión en el uso de redes neuronales y en partic-

ular redes neuronales profundas que atacan este tipo de problemas.

Esta tendencia no ha tenido el mismo impulso en la comunidad de

PG aun y cuando PG tiene todas las características para competir y

contribuir con el área de redes neuronales. Es de esperar que en los

siguientes años existan una contribución de técnicas de PG al área de

redes profundas y además que existan alternativas basadas en PG al

aprendizaje profundo como se puede observar en [388].

Han pasado mas de 25 años desde la publicación del libro de Koza

[240], uno podría esperar que en todo este tiempo los avances en pro-

gramación automática fueran una constante en PG, sin embargo esto

no ha sido así. Aunque recientemente existen avances notables en el

desarrollo de sistemas de PG capaces de generar programas, está área

se ha enfocado a la mejora software ya sea mediante la corrección au-

tomática de errores, mejoras en rendimiento, reducción de memoria
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e incluso el incluir nuevas características no existentes en el software

original.

4.9 Conclusiones

En este capítulo se describió la importancia y potencial que tiene la

PG en diversas tareas y aplicaciones. Además, se describieron las

partes que conforman un sistema de programación genética tradi-

cional, equivalente a los descritos en [240, 367]). También se descri-

bieron los tipos de evolución más comunes, y con base en la evolución

de estado estable, se detalló el resto de las partes necesarias para ll-

evar a cabo el proceso evolutivo, como son: la representación de los

individuos, la creación de la población inicial, los operadores genéticos

y el tipo de selección. Finalmente, se describió el espacio de búsqueda

de la PG que se genera partiendo de los conjuntos de funciones y

terminales.

Como todo los sistemas, la PG ha evolucionado. Actualmente, ex-

isten diferentes propuestas para mejorar sus componentes, empezando

desde la creación de la población inicial, p.ej., [465], modificaciones a

los operadores genéticos tradicionales, p.ej., [122], operadores semánti-

cos [466, 241, 464], estudios sobre la selección [148] y evolución guiada

por una función diferente a la función objetivo [250, 325].
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4.10 Para saber más

Para una revisión amplia sobre la PG, se sugiere al lector la sigu-

iente bibliografía. La PG fue descrita inicialmente en el libro de John

Koza [240], esta descripción se complementa con el libro escrito por

Wolfgang Banzhaf et. al. [36] y, más reciente, Riccardo Poli et. al.

[367] presenta una introducción actualizada al área.

Con respecto a artículos científicos es importante comentar que

existe una colección bibliográfica en PG compilada y administrada por

William Langdon, John Koza y Steven Gustafson.23 Esta colección

cuenta con más de 13,000 referencias a trabajos de investigación en el

tema, incluyendo los trabajos realizados en México.

2http://liinwww.ira.uka.de/bibliography/Ai/genetic.programming.
html

3http://www.cs.bham.ac.uk/~wbl/biblio/
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Capítulo 5

Importancia de la Diversidad

en el Diseño de Algoritmos

Evolutivos

La convergencia prematura es una de las mayores problemáticas que

afectan al rendimiento de las metaheurísticas poblacionales por lo que

a la hora de diseñar algoritmos evolutivos es un aspecto a tener en

cuenta. En este capítulo se enumeran diferentes técnicas que se han

propuesto a lo largo de las últimas décadas para lidiar con este prob-

lema. Una de las alternativas más exitosas consiste en examinar los

efectos que los diferentes componentes del algoritmo evolutivo tienen

sobre la diversidad mantenida en la población y con base en ello re-

diseñarlos para modificar su comportamiento de forma dinámica. Con

el objetivo de ilustrar de una forma detallada este último grupo de

técnicas, se discuten dos mecanismos que pertenecen a este grupo. El
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primero se aplica en el ámbito de evolución diferencial y consiste en

una estrategia de reemplazo que combina una población élite con un

mecanismo para mantener la diversidad de forma explícita. El segundo

caso está enfocado a los operadores de cruza, donde concretamente se

analiza y extiende el Operador de Cruza basado en Simulación Binaria

(Simulated Binary Crossover - SBX). En las extensiones se considera el

criterio de paro para modificar de forma dinámica el comportamiento

del operador con el propósito de inducir un cambio gradual desde

exploración hacia intensificación en el proceso de búsqueda. La vali-

dación experimental se realizó con algunos de los problemas de prueba

más populares del ámbito mono-objetivo y multi-objetivo, alcanzán-

dose mejoras significativas en ambos casos.

5.1 Introducción

Los Algoritmos Evolutivos (Evolutionary Algorithms — eas) son con-

siderados como uno de los enfoques con mayor eficacia para resolver

distintas categorías de problemas de optimización. Se han desarrollado

diversas variantes que han sido aplicadas en múltiples campos, como

en transporte, economía o ingeniería. Particularmente, se han apli-

cado tanto en problemas del dominio continuo [183] como del dominio

discreto [408]. En general, los eas han sido especialmente exitosos

en la resolución de problemas complejos en los que los enfoques ex-

actos no son actualmente aplicables, como por ejemplo, en problemas

NP-completos con espacios de búsqueda grandes [79]. Para el ámbito

de este capítulo se hace uso de problemas continuos mono-objetivo
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y multi-objetivo con restricciones de caja que se pueden definir tal y

como se indica en la Ecuación (5.1).

Minimizar F(X)

Sujeto a X ∈ Ω
(5.1)

donde X es un vector compuesto por D variables continuas de de-

cisión X = [x1, x2, ..., xD], cada variable pertenece al conjunto de los

reales xi ∈ <, D es la dimensión correspondiente al espacio de las vari-

ables de decisión, F es un vector compuesto por M funciones objetivo

F = [f1(X), f2(X), ..., fM(X)], Ω es el espacio factible cuyo límite in-

ferior es x(L)
i y límite superior es x(U)

i , es decir Ω =
∏D

j=1[x
(L)
j , x

(U)
j ].

Cada vector de variables es mapeado conM -funciones objetivo F(X)(F :

Ω ⊆ <D → <M) al espacio <M que es conocido como el espacio obje-

tivo.

Actualmente, los eas son una de las metaheurísticas más conoci-

das [183], pero a pesar de su éxito y de su uso tan extendido, adaptar-

las a nuevos problemas implica la toma de varias decisiones de diseño

complejas. Particularmente, a la hora de diseñar de forma apropiada

un ea, se ha visto que es muy importante conseguir inducir un bal-

anceo adecuado entre la exploración e intensificación del espacio de

búsqueda [209]. Nótese en este punto que, de manera informal, la

exploración del espacio de búsqueda consiste en evaluar regiones del

espacio de búsqueda que no han sido muestreadas con el fin de detectar

regiones promisorias, y la explotación consiste en muestrear en zonas

ya evaluadas previamente para realizar una búsqueda más profunda

con el fin de encontrar soluciones más refinadas y de mayor calidad.
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Cuando en los algoritmos evolutivos todas o casi todas las soluciones

están en regiones distantes — alta diversidad — se produce habit-

ualmente una búsqueda exploratoria, es decir, muchas de las nuevas

soluciones evaluadas serán distantes a las ya evaluadas anteriormente.

Sin embargo, cuando casi todas las soluciones están en una o en unas

pocas regiones, se produce una búsqueda intensificadora. Uno de los

problemas a la hora de diseñar los algoritmos evolutivos es que en

muchos casos no se comprenden todas las implicaciones que los difer-

entes componentes tienen sobre el mantenimiento de la diversidad de

la población y por tanto, sobre el balanceo entre exploración e inten-

sificación [467]. Por ello, analizar el comportamiento y rediseñar en

base a lo que está ocurriendo en este aspecto, es parte del proceso de

diseño de los eas.

Relacionado con lo anterior, aparece el concepto de convergencia

prematura [467]. Se dice que un algoritmo converge de forma pre-

matura cuando mucho antes de alcanzar el criterio de paro, todas las

soluciones están en una zona muy pequeña del espacio de búsqueda.

En este sentido, a partir de ese momento es difícil seguir mejorando

las soluciones de forma significativa ya que con alta probabilidad sólo

se va a realizar un muestreo de soluciones en dicha región. Por ello,

es importante detectar si esto ocurre y en tal caso rediseñar algunos

aspectos del ea para preservar una mayor diversidad. Sin embargo, si

la población es muy diversa durante todo el proceso de búsqueda, se

podría no alcanzar un grado adecuado de intensificación y por lo tanto

se tendría una convergencia lenta que posiblemente también resultaría

en soluciones de baja calidad. Por esta razón, Mahfoud [107] utilizó el

124



concepto de diversidad útil para referirse a la cantidad de diversidad

necesaria para generar soluciones de alta calidad.

En relación al diseño de eas, se puede observar que en sus inicios la

mayoría de enfoques fueron esquemas generacionales [109] en los que

las soluciones hijas reemplazaban a la población anterior sin impor-

tar su respectiva aptitud o grado de diversidad. En estos esquemas

iniciales se usaba la selección de padres para promover que el pro-

ceso de muestreo se realizara con mayor probabilidad en las regiones

más promisorias encontradas. Por ello, con el propósito de alcanzar un

balanceo adecuado entre exploración e intensificación, se desarrollaron

muchas estrategias de selección de padres que permitían centrarse con

mayor o menor velocidad en las regiones promisorias. Además, se

desarrollaron alternativas que modifican otros aspectos como la es-

trategia de variación [211] y/o el modelo poblacional [9]. En la mayor

parte de eas más recientes, se introduce además una fase de reem-

plazamiento [132] por lo que la nueva población no tiene que formarse

exclusivamente con los hijos, más bien se usan mecanismos para com-

binar la población anterior con la población hija y determinar así los

nuevos sobrevivientes. En este contexto, se suele introducir elitismo

en los algoritmos, es decir, el mejor individuo encontrado sobrevivirá

a la siguiente generación [140]. De esta forma, ahora también se puede

modificar esta última fase para conseguir el balanceo apropiado entre

exploración e intensificación.

En los últimos años, algunos de los trabajos más exitosos en el área

de evitación de convergencia prematura se han basado en considerar

el criterio de parada y evaluaciones realizadas para balancear entre
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exploración e intensificación [411]. Esto se fundamenta en la premisa

de que el grado entre exploración e intensificación debería variar a

lo largo de la ejecución, por lo tanto tiene sentido que las decisiones

tomadas por las componentes varíen en función del instante de ejecu-

ción. Particularmente, en este capítulo se describen dos aportaciones

que pertenecen a este grupo de técnicas. La primera, que se aplica en

el área de Evolución Diferencial (Differential Evolution — de), recibe

el nombre de de Mejorado con Mantenimiento de Diversidad (de with

Enhanced Diversity Maintenance — de-edm) e integra una estrate-

gia de reemplazo que maneja la diversidad de forma explícita con una

población élite. En la fase de reemplazo que incorpora el de-edm

se promueve un balanceo dinámico entre exploración e intensificación,

teniendo en cuenta para ello el criterio de paro y las evaluaciones tran-

scurridas para la toma de decisiones. Concretamente, en las primeras

etapas se induce un grado de exploración alto ya que los individuos

sobrevivientes son diversificados y, posteriormente, conforme transcur-

ren las generaciones se induce un mayor grado de intensificación. La

segunda aportación está enfocada a la extensión de operadores de

cruza. Particularmente se analizan los componentes que conforman

al Operador de Cruza basado en Simulación Binaria (Simulated Bi-

nary Crossover - SBX), y se propone una variante dinámica (Dynamic

Simulated Binary Crossover — dsbx) en la que el comportamiento

interno es alterado en base al criterio de paro y a las evaluaciones

realizadas hasta el momento.

El resto de este capítulo está organizado de la siguiente forma. En

primer lugar, en la sección 5.2 se revisan algunas de las técnicas más
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populares que se han propuesto para promover el mantenimiento de

diversidad, exponiendo una de las clasificaciones más extendidas. Pos-

teriormente, en la sección 5.3 se describe y valida experimentalmente

la aportación basada en evolución diferencial donde se considera la

diversidad de forma explícita en la fase de reemplazamiento. Sigu-

iendo esta misma línea en la sección 5.4 se lleva a cabo un análisis del

operador de cruza sbx mencionando algunas de sus implicaciones en

la diversidad, y se expone en base a ello una variante dinámica que

se valida experimentalmente con problemas multi-objetivo. En la sec-

ción 5.5 se exponen algunos de los principales retos que encontramos

en esta área de investigación. Finalmente, en la sección 5.6 se exponen

las conclusiones trazadas a partir de los resultados obtenidos.

5.2 Preservación de diversidad en algorit-

mos evolutivos

La convergencia prematura es una problemática muy conocida en el

ámbito de los eas por lo que se han desarrollado gran cantidad de

técnicas para lidiar con la misma [353]. Estas técnicas modifican de

manera directa o indirecta la cantidad de diversidad mantenida por

el algoritmo [468] y varían desde técnicas generales hasta mecanismos

dependientes de un problema dado. En este apartado se revisan algu-

nas de las técnicas generales más populares. Inicialmente, se describen

algunas maneras de clasificar a este tipo de estrategias, para poste-

riormente describir mecanismos clásicos específicos, así como algunas

estrategias más novedosas que se basan en modificar la estrategia de
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reemplazamiento. Finalmente, dado que en este capítulo se extiende

de, se revisan también los trabajos de esta área que tienen una relación

estrecha con el manejo de diversidad. Se recomienda a los lectores que

requieran conocer estos mecanismos con más detalle consultar [468]

así como los artículos específicos en que cada método es propuesto.

5.2.1 Clasificaciones de mecanismos para promover

la diversidad

Debido a la gran cantidad de métodos desarrollados en esta área, se

han propuesto varias clasificaciones de los mismos. Liu et al. [263] pro-

puso diferenciar entre los enfoques uni-proceso y multi-proceso. En el

enfoque uni-proceso se modifica la preservación de la diversidad ac-

tuando sobre un único componente del ea. Es importante destacar

que en los enfoques uni-proceso no se excluye el uso de otros compo-

nentes en el proceso de exploración y/o intensificación, sino que más

bien, si no se consigue el balanceo adecuado, sólo se modifica una com-

ponente hasta conseguir el comportamiento deseado. Por otra parte,

en los enfoques multi-proceso se tiene en cuenta las implicaciones que

varios componentes provocan sobre el balanceo, y se actúa modifi-

cando o rediseñando varios de ellos hasta conseguir el comportamiento

adecuado. Los esquemas uni-proceso son mucho más habituales ac-

tualmente [467], y en particular las dos propuestas incluidas en este

capítulo son mecanismos uni-proceso.

Extendiendo a lo anterior, se propuso una clasificación más especí-

fica [467], en la que se tiene en cuenta cuál es la componente que
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se cambia para categorizar a cada método. En este sentido, los más

populares son los siguientes:

• Enfoques basados en la selección: son los más clásicos y se

basan en cambiar la presión de selección que se produce hacia

las zonas promisorias a la hora de realizar la selección de padres.

• Enfoques basados en población: se modifica el modelo pobla-

cional utilizando algunas técnicas como variar el tamaño de la

población de forma dinámica, eliminar individuos duplicados,

utilizar técnicas de infusión o establecer un estrategia de islas

con migraciones.

• Enfoques basados en la cruza y/o la mutación: se basan

en rediseñar los operadores de cruza y/o mutación, considerando

en algunos casos información específica del problema. También

se incluyen en este grupo opciones más generales como aplicar

restricciones sobre el emparejamiento y/o incluir operadores dis-

ruptivos que podrían ser utilizados sólo en ciertos instantes del

proceso de optimización.

5.2.2 Esquemas clásicos para administrar la diver-

sidad

Los primeros eas se basaron principalmente en esquemas generacionales

que no incluían fase de reemplazo. En estos esquemas, la selección de

padres era la principal responsable de que se muestrearan con mayor

probabilidad las zonas más promisorias encontradas hasta el momento,
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y por tanto muchos de los primeros esquemas que trataron de evitar

la convergencia prematura se basaron en modificar el proceso de se-

lección de padres. Así, en los 90s se desarrollaron varios esquemas que

alteraban la presión de selección [132] de forma estática o dinámica.

Sin embargo, con base en varios estudios teóricos y experimentales se

observó que, generalmente, actuar exclusivamente sobre el operador

de selección no es suficiente, especialmente cuando se quieren realizar

ejecuciones a largo plazo, ya que se requerirían poblaciones excesiva-

mente grandes para mantener un grado adecuado de diversidad.

Otra alternativa fue modificar los modelos poblacionales, encon-

trando en este grupo los esquemas basados en islas [9], los celulares o,

más recientemente, los basados en agrupaciones o clústeres [172]. La

idea de introducir restricciones en el emparejamiento, principalmente

con base en la ubicación de los individuos en el espacio de búsqueda

también ha sido bastante exitosa aunque controlar los mismos para

obtener el balanceo apropiado ante diferentes criterios de parada es

bastante complejo. En algunos casos resultó ser más prometedor pro-

mover el emparejamiento entre individuos no similares [140], mientras

que en otros escenarios se hace exactamente lo opuesto [116]. Otro

problema común de muchas de las estrategias anteriores es que suelen

introducir parámetros adicionales, por lo que el proceso de ajuste de

parámetros, que ya de por sí es un problema importante en los eas,

se vuelve aún más complejo. Es importante resaltar que todas estas

estrategias clásicas no evitan por completo la convergencia sino que la

idea es disponer de mecanismos para acelerarla o retrasarla.
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Otra alternativa diferente ha sido adaptar la fase de variación.

En este sentido se han desarrollado diversas técnicas para controlar

los parámetros que se consideran en la variación con el propósito de

adaptar el balanceo entre exploración e intensificación. En algunos

casos esto se consigue usando distintos valores en los parámetros para

distintas etapas a lo largo del proceso de optimización [501], mientras

que en otros casos se hacen cambios más drásticos y se consideran

varios operadores con distintas propiedades [265]. También existen

mecanismos adaptativos que usan una memoria para almacenar infor-

mación histórica sobre los efectos de la variación y con base en ello

ir modificándola [503]. Cabe destacar que en la mayor parte de estos

esquemas no se considera la diversidad de forma directa, sino que sólo

se considera para analizar el comportamiento y con base en ello se

procede a un rediseño.

Finalmente, un esquema muy sencillo pero no por ello menos im-

portante es el basado en reinicios. En estos esquemas, en lugar de

evitar la convergencia acelerada, se aplica un reinicio total o parcial

de la población cada cierto número de generaciones o cuando se de-

tecta que la población ha convergido. Con base en esto se han prop-

uesto diversas estrategias para establecer los puntos de reinicio [224].

Estos esquemas se implementan de forma muy sencilla y en algunos

casos han proporcionado mejoras significativas [238] por lo que es un

método a tener en cuenta, al menos como alternativa inicial. Es común

combinar las estrategias basadas en reinicio con algunas de las técni-

cas anteriores, ya que dichas técnicas están basadas en mantener la
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diversidad, mientras que en esta última el objetivo es recuperar la

diversidad.

5.2.3 Esquemas de reemplazamiento basados en di-

versidad

Recientemente se han propuesto diversos mecanismos que modifican

la fase de reemplazo para preservar la diversidad. La idea principal de

estos esquemas es inducir un grado de exploración adecuado diversifi-

cando a los individuos sobrevivientes, de forma que los operadores de

reproducción puedan generar nuevas soluciones en diferentes regiones

en las siguientes generaciones. Estos métodos están basados en el prin-

cipio de que los operadores de cruza tienen un efecto de exploración

al considerar individuos distantes y de intensificación al considerar

individuos próximos [133].

El esquema de pre-selección propuesto por Cavicchio [194] es uno

de los primeros estudios que utilizan la fase de reemplazamiento para

controlar la diversidad. El esquema inicial de Cavicchio se extendió

para generar el esquema denominado amontonamiento o crowding [110],

el cual ha sido muy popular en los últimos años [280, 294]. El princi-

pio del crowding se basa en que los nuevos individuos que entren en la

población sustituyan a individuos similares de generaciones anteriores,

y con base en este principio, se han formulado diversas implementa-

ciones.

En esta misma línea, se han propuesto otras estrategias de reem-

plazo con el propósito de promover la diversidad. Uno de los proced-

imientos más populares es la Estrategia de Limpieza (Clearing Strat-
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egy - clr) [274]. En el procedimiento clr se agrupan a los individ-

uos en grupos denominados nichos, y los mejores individuos de cada

nicho son preservados e incluidos en la población de la siguiente gen-

eración. Un inconveniente de este procedimiento es que los casos en

que se detectan muchos nichos provocan una fuerte inmovilización de

la población. Por ello, Petrowski [362] propuso una variante para úni-

camente seleccionar a individuos cuya aptitud sea mejor que la media

de la población.

Otros métodos de este grupo consideran funciones de aptitud que

combinan la función objetivo original con la diversidad. Sin embargo,

es complejo construir una función compuesta ya que las dos medi-

ciones podrían no ser directamente compatibles, y por lo tanto, las

funciones adecuadas suelen depender de cada problema. Una forma

de suavizar este inconveniente fue propuesto en el algoritmo de com-

binación (COMB) [474] donde los individuos son ordenados y cate-

gorizados con base en su aptitud y contribución a la diversidad, y

la función compuesta se diseña con base en el orden y no con base

en los valores de función objetivo y contribución a diversidad. La

principal desventaja del COMB es que requiere dos parámetros de

usuario, aunque independientemente de esto, se ha usado con bas-

tante éxito. Otra alternativa es el procedimiento Reemplazamiento

Basado en Contribución a la Diversidad y Sustitución del Peor (Con-

tribution of Diversity/Replace Worst - CD/RW) [274]. En el método

CD/RW un nuevo individuo reemplaza a un miembro de la población

cuyo rendimiento sea peor tanto en aptitud como en contribución a la

diversidad. En caso de no encontrar un peor individuo bajo estos dos
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criterios, se procede a reemplazar al peor individuo en la población

considerando únicamente a la aptitud. Una última alternativa se basa

en considerar a la contribución a la diversidad como un objetivo adi-

cional y aplicar un esquema de optimización multi-objetivo [62] [317].

Estos enfoques son identificados como algoritmos multi-objetivo basa-

dos en diversidad. Existen varias estrategias para calcular el objetivo

auxiliar [409]. Uno de los enfoques más populares consiste en calcu-

lar la contribución a la diversidad de cada individuo con base en la

Distancia al Vecino más Cercano (Distance to the Closest Neighbor

- DCN) [411] de entre los individuos que ya hayan sido seleccionados

como supervivientes.

5.2.4 Diversidad en evolución diferencial

Los algoritmos basados en de son altamente susceptibles a la pérdida

de diversidad debido a que se basan en una estrategia de selección

muy elitista. Debido a ello, se han desarrollado varios análisis para

lidiar con este problema. Dado que en el área se conoce, al menos de

manera general, las implicaciones que tiene cada parámetro sobre la

diversidad, algunos autores han trabajado en estimar de forma teórica

cuáles deben ser los parámetros adecuados para que se produzca cierto

tipo de comportamiento [506]. Otros autores han estudiado el efecto

que tiene la norma de los vectores de diferencia sobre la mutación [309]

y con base en ello se han propuesto mecanismos que prohíben ciertos

movimientos que pueden resultar perjudiciales para la diversidad [311].

En este último estudio, el tipo de movimientos aceptados varía a lo

largo de la ejecución, descartando a los movimientos cuyos desplaza-
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mientos sean menores a un umbral el cual es decrementado conforme

transcurren las generaciones. Además, se han propuesto otras formas

para establecer los movimientos aceptados [48].

Una alternativa distinta se basa en alterar el operador de selec-

ción [399]. Específicamente, con el propósito de mantener mayor di-

versidad en la población se altera la presión de selección utilizando

una selección probabilística que permite escapar en algunos casos de

las bases de atracción de óptimos locales. Sin embargo, este método

no es demasiado robusto debido a que considera la aptitud para definir

las probabilidades para seleccionar a un individuo por lo que ciertas

transformaciones de la función pueden modificar de forma drástica el

tipo de búsqueda que se realiza.

Finalmente, la variante de con Diversidad de la Población Auto-

Mejorado (Auto-Enhanced Population Diversity - aepd) mide la di-

versidad de forma explícita y cuando se detecta la existencia de un

nivel bajo de diversidad en la población, se lanza un mecanismo de

diversificación [498]. Esta propuesta se ha extendido para considerar

diferentes esquemas de perturbación [514].

Es interesante hacer notar que las variantes de de que alcanzaron

los primeros lugares en varias competencias de optimización durante

los últimos años no consideran estas modificaciones, y además estas

variantes no han sido incorporadas en las herramientas de optimización

más populares. Esto puede deberse a que muchos de los concursos

están orientados a obtener resultados en un número de evaluaciones

bastante limitado en lugar de a largo plazo, que es el ámbito en el que

más beneficios suelen dar los mecanismos de control de diversidad.
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5.3 Diseño de evolución diferencial basado

en diversidad

5.3.1 Evolución diferencial: Conceptos básicos

Esta sección está dedicada a revisar la variante clásica de de y a in-

troducir varios términos importantes que son utilizados en el campo

de de. El esquema clásico de de es identificado como de/rand/1/bin

y ha sido ampliamente usado como base para el desarrollo de vari-

antes más complejas [106]. De hecho, la propuesta que se presenta en

este capítulo como ejemplo extiende al de/rand/1/bin. de fue prop-

uesto como un método de búsqueda directa para optimización continua

mono-objetivo y es el ámbito en que se usará en este capítulo, es decir,

se considera la Ecuación (5.1), fijando M = 1.

de es un algoritmo estocástico basado en población, por lo que

en cada instante maneja un conjunto de soluciones candidatas que

van evolucionando de forma iterativa. En de dichas soluciones candi-

datas son usualmente conocidas como vectores. En la variante básica

de de, para cada miembro de la población (conocidos como vectores

objetivo) se genera un nuevo vector que es conocido como el vector

mutado. A continuación, el vector mutado se combina con el vector

objetivo para generar al vector de prueba y finalmente se procede con

la fase de selección para elegir a los vectores sobrevivientes. De esta

forma, las generaciones transcurren de forma iterativa hasta cumplir

el criterio de paro. En esta capítulo, el i-ésimo vector de la población

en la generación G se denota comoXi,G = [x1,i,G, x2,i,G, ..., xD,i,G]. A

continuación se explica en más detalle cada componente de de.
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5.3.1.1 Inicialización

Usualmente, de inicia el proceso de optimización con una población

de NP vectores que son creados de forma aleatoria. Habitualmente

los vectores de la población inicial son generados con base en una dis-

tribución uniforme, ya que usualmente no se posee información sobre

cuáles son las zonas más promisorias del espacio de búsqueda. Por lo

tanto, el j-ésimo componente del i-ésimo vector es inicializado de la

forma xj,i,0 = x
(L)
j + randi,j[0, 1](x

(U)
j − x

(L)
j ), donde randi,j[0, 1] es un

número aleatorio uniformemente distribuido entre 0 y 1.

5.3.1.2 Operador de mutación

Por cada vector objetivo se genera un vector mutado para lo cual se

han propuesto múltiples estrategias con la particularidad de que en

cierta forma se usen las diferencias entre vectores. La variante clásica

de de aplica la estrategia conocida como rand/1, en la cual se crea un

vector mutado Vi,G de la siguiente forma:

Vi,G = Xr1,G + F × (Xr2,G −Xr3,G) r1 6= r2 6= r3 (5.2)

En la Ecuación (5.2) los índices r1, r2, r3 ∈ [1, NP ] deben ser en-

teros distintos y son generados de forma aleatoria en el rango [1, NP ].

Además, estos índices son distintos al índice i. Es importante hacer

notar que la diferencia entre los vectores es escalada por medio del

parámetro F , el cual usualmente se define en el intervalo [0.4, 1]. Pos-

teriormente, el vector de diferencia (escalado) es agregado a un tercer

vector, lo que significa que los vectores mutados son similares a los

vectores objetivo si el grado de diversidad es bajo, ya que los vectores
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de diferencias tienen norma pequeña. Como consecuencia de esto es

claro que es crítico mantener un grado mínimo de diversidad en de.

5.3.1.3 Operador de cruza

El operador de cruza se aplica con el objetivo de combinar la informa-

ción de distintas soluciones candidatas y de incrementar la diversidad

de los vectores. Específicamente, cada vector objetivo Xi,G se mezcla

con su correspondiente vector mutado Vi,G para generar un vector

de prueba Ui,G = [u1,i,G, u2,i,G, ..., uD,i,G]. La estrategia de cruza más

típica es conocida como cruza binomial y actúa de la siguiente forma:

Uj,i,G =

Vj,i,G, si (randi,j[0, 1] ≤ CR o j = jrand)

Xj,i,G, de otra forma
(5.3)

En la Ecuación (5.3) randi,j[0, 1] es un número uniformemente dis-

tribuido, jrand es un índice seleccionado aleatoriamente que asegura

que Ui,G genera al menos un componente de Vi,G y CR ∈ [0, 1] es la

proporción de cruza.

5.3.1.4 Operador de selección

Finalmente, se aplica una selección elitista para determinar los vec-

tores sobrevivientes que participarán en la siguiente generación. Es-

pecíficamente, cada vector de prueba se compara con su correspondi-

ente vector objetivo y sobrevive el que tiene la mejor aptitud:

Xj,i,G+1 =

Ui,G, si f(Ui,G) ≤ f(Xi,G)

Xi,G, de otra forma
(5.4)
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Debido a la forma de seleccionar a los sobrevivientes en cada gen-

eración los miembros de la población permanecen iguales o mejoran.

Por ello, se considera que de hace uso de una selección muy elitista y

es una de las razones por la que en ciertos casos puede sufrir de una

convergencia demasiado acelerada.

5.3.2 Propuesta basada en diversidad

El método que se presenta en esta sección está motivado principal-

mente por dos trabajos. El primero de ellos es un estudio empírico

desarrollado por Montgomery et al. [311] que confirma que de sufre

de convergencia prematura en varios problemas. El segundo es un

trabajo propuesto por Segura et al. [411] que proporciona mejoras sig-

nificativas en el campo de optimización combinatoria utilizando para

ello una fase de reemplazo conocida como Reemplazo con Control de

Diversidad Dinámica Basada en Varios Objetivos (Replacement with

Multi-objective based Dynamic Diversity Control - rmddc). Partic-

ularmente, el rmddc controla el grado de diversidad, relacionándolo

con el criterio de paro y generaciones transcurridas. Con base en las

conclusiones de cada uno de los trabajos, en esta sección se ilustra

una propuesta que es una variante novedosa de de que incluye un

mecanismo de reemplazo que sigue los mismos principios que guiaron

el diseño de rmddc. Este nuevo algoritmo recibe el nombre de Evolu-

ción Diferencial con Mantenimiento Mejorado de Diversidad (Differ-
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ential Evolution with Enhanced Diversity Maintenance - de-edm) y

su código fuente está disponible 1.

de-edm (ver Algoritmo 12) es bastante similar a la versión clásica

de de; de hecho, la forma en que se crean los vectores de prueba (líneas

5 y 6) se mantiene intacta. La novedad del de-edm es que incorpora

una población élite (E) y una estrategia de reemplazo basada en diver-

sidad. Específicamente, con el propósito de seleccionar a los miembros

de la población élite se considera el operador de selección elitista de

la versión clásica de de (línea 7). Posteriormente, se aplica la es-

trategia de reemplazo (línea 8) para determinar a los sobrevivientes.

Siguiendo la misma filosofía que en el rmddc, los individuos que con-

tribuyen muy poco a la diversidad no deberían ser aceptados como

miembros de la siguiente generación. Para conseguir este propósito se

considera tanto el criterio de paro como las generaciones transcurridas

en la selección. Así, se establecerá un grado de diversidad mínimo

deseado dependiente del tiempo de ejecución.

La estrategia de reemplazo (ver Algoritmo 13) funciona de la sigu-

iente forma. Inicialmente, recibe a la población padre (vectores ob-

jetivo), a la población de hijos (vectores de prueba) y a los vectores

élite. De entre todos ellos, debe seleccionar a NP vectores para for-

mar la siguiente población de padres. En primer lugar, con base en

el número de evaluaciones de función transcurridas y el criterio de

parada, se calcula una distancia mínima deseada (Dt) para mantener

en la población (línea 2). A continuación, se juntan las tres pobla-

ciones en un conjunto de miembros candidatos (línea 3) que contiene

1El código en C++ puede ser descargado en la siguiente dirección https://
github.com/joelchaconcastillo/Diversity_DE_Research.git
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Algoritmo 12 Esquema general del DE-EDM
1: Inicializar de forma aleatoria a la población con NP individuos,

donde cada uno es distribuido de forma uniforme.
2: G = 0
3: mientras El criterio de paro no sea alcanzado hacer
4: para i = 1 to NP hacer
5: Mutación: Generar al vector mutado (Vi,G) de acuerdo a la

Ecuación (5.2).
6: Cruza: Utilizar la recombinación para generar al vector de

prueba (Ui,G) de acuerdo a la Ecuación (5.3).
7: Selección: Actualizar al vector élite (Ei,G en lugar de Xi,G)

de acuerdo a la Ecuación (5.4).
8: fin para
9: Reemplazo: Seleccionar a los vectores objetivo (XG+1) de

acuerdo al Algoritmo 13.
10: G = G+ 1
11: fin mientras

en cada momento a los vectores candidatos que podrían ser selecciona-

dos para sobrevivir. Posteriormente, se inicializa tanto el conjunto de

individuos sobrevivientes como los penalizados con el conjunto vacío

(línea 4). Para seleccionar a los NP sobrevivientes se repite el pro-

ceso iterativo (líneas 5 - 13) que se describe a continuación. En cada

iteración se comienza seleccionando como sobreviviente al mejor indi-

viduo del Conjunto de Candidatos, es decir al individuo que tiene la

mejor aptitud. Este individuo se mueve al Conjunto de Sobrevivientes

y los individuos del Conjunto de Candidatos cuya distancia al indi-

viduo seleccionado sea menor que Dt se transfieren al Conjunto de

Penalizados (línea 9). La forma de calcular la distancia entre dos in-

dividuos es con base en la distancia Euclidiana normalizada descrita en
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la Ecuación (5.5), donde D es la dimensión del problema, y x(L)
d , x

(U)
d

son los límites menores y mayores de la dimensión d. En los casos

donde el conjunto de Candidatos queda vacío antes de seleccionar a

NP individuos, el Conjunto de Sobrevivientes se llena seleccionando

en cada iteración al individuo Penalizado con la mayor distancia al

individuo más cercano del Conjunto de Sobrevivientes (líneas 10 - 13).

distancia(xi, xj) =

√∑D
d=1

(
xdi−xdj

x
(U)
d −x(L)

d

)2

√
D

(5.5)

Con el propósito de completar la descripción de de-edm se especi-

fica la forma en que se calcula Dt y el procedimiento con el cual se

actualizan a los individuos élite. El resto del algoritmo se mantiene

igual que la variante clásica de de. El valor de Dt se utiliza para

alterar el grado entre exploración e intensificación, por lo tanto el

valor adecuado para este parámetro depende del instante de ejecu-

ción. Específicamente, este valor debería ser reducido conforme se

alcanza el criterio de paro con el objetivo de promover mayor inten-

sificación en las últimas etapas de optimización. En nuestro esquema

se requiere asignar un valor inicial para Dt (DI), y a continuación de

manera similar a como se hace en [411], se realiza una reducción lin-

eal de Dt considerando las evaluaciones transcurridas y el criterio de

paro. Particularmente, en este trabajo, el criterio de paro se asigna

con base en las evaluaciones a función y la reducción se calcula de

tal forma que al 95% del número máximo de evaluaciones el valor

de diversidad mínimo requerido es cero, lo que quiere decir que en

la última fase la diversidad no es considerada para nada. Entonces,
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Algoritmo 13 Fase de Reemplazo
1: Entrada: Población (Vectores Objetivo), Hijos (Vectores de

prueba), y Elite
2: Actualizar Dt = DI −DI ∗ (nfes/(0.95 ∗max_nfes))
3: Candidatos = Población ∪ Hijos ∪ Elite.
4: Sobrevivientes = Penalizados = ∅.
5: mientras |Sobrevivientes| < NP y |Candidatos| > 0 hacer
6: Seleccionados = Seleccionar al mejor individuo de Candidatos.
7: Eliminar Seleccionado de Candidatos.
8: Copiar Seleccionado a Sobrevivientes.
9: Encontrar a los individuos de Candidatos cuya distancia a Se-

leccionados sea menor que Dt y moverlos a Penalizados. En esta
parte se considera la distancia normalizada (Ecuación 5.5).

10: fin mientras
11: mientras |Sobrevivientes| < NP hacer
12: Seleccionado = Seleccionar al individuo de Penalizados con la

mayor distancia al individuo más cercano a Sobrevivientes.
13: Eliminar Seleccionado de Penalizados.
14: Copiar Seleccionado a Sobrevivientes
15: fin mientras
16: devolver Sobrevivientes
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denotando max_nfes al número máximo de evaluaciones y nfes al

número de evaluaciones trascurridas, Dt es calculado de la siguiente

forma Dt = DI −DI ∗ (nfes/(0.95 ∗max_nfes)).

La distancia inicial (DI) afecta de forma considerable al rendimiento

de de-edm. Si este parámetro es elevado, el algoritmo maximiza la

diversidad de la población en las primeras etapas de optimización re-

sultando en una exploración adecuada que es muy importante en varios

tipos de problemas como los multi-modales y deceptivos. Sin embargo,

un valor demasiado elevado de DI podría inducir un grado excesivo de

exploración y en consecuencia la intensificación podría fallar. Por otra

parte, un valor muy pequeño de DI provocaría muy poca exploración

y por lo tanto sería más difícil evitar óptimos locales. El valor óptimo

de DI podría variar dependiendo del tipo de problema y el criterio de

paro. Sin embargo, en esta primera versión no se adapta el valor de

DI para cada problema. En su lugar, se realizó un análisis previo para

determinar un valor adecuado, usándose el valor DI = 0.3 en todos

los problemas.

Al igual que en la versión estándar de de, en de-edm es nece-

sario asignar una probabilidad de cruza (CR) y un factor de mutación

(F ). De acuerdo a varios estudios desarrollados por Montgomery y

otros [310] la probabilidad de cruza tiene un efecto muy importante.

Estos autores mostraron de forma empírica que los valores extremos de

CR resultan en comportamientos muy distintos entre sí, pero de gran

utilidad. Así, los valores pequeños de CR resultan en una búsqueda

alineada a un número reducido de ejes e induce pequeños desplaza-

mientos. Esto provoca una mejora gradual con convergencia lenta
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que en algunos escenarios podría resultar beneficioso. Por otra parte,

los valores elevados de CR en general, proporcionan soluciones de

mayor calidad con una menor probabilidad, ya que se tiende a realizar

desplazamientos largos. Sin embargo, cuando son exitosos puedan

mejorar la aptitud de forma significativa y permiten explorar zonas

distantes. Con base en esto, en nuestra propuesta se emplean los dos

mecanismos, es decir, valores elevados y pequeños de CR tal y como

se muestra en la Ecuación (5.6).

CR =

Normal(0.2, 0.1), si rand[0, 1] ≤ 0.5

Normal(0.9, 0.1), de otra forma
(5.6)

Por otro lado, siguiendo los principios de distintas variantes del

SHADE [28, 57], se consideran las evaluaciones transcurridas para

generar el factor de mutación F aplicado. Particularmente, cada valor

F se muestrea de una distribución Cauchy (Ecuación 5.7).

Cauchy(0.5, 0.5 ∗ nfes/max_nfes) (5.7)

El efecto de esta distribución es que en las primeras etapas de opti-

mización se generen valores de F cercanos a 0.5. Posteriormente, con-

forme la ejecución transcurre, la función de densidad sufre una trans-

formación gradual ya que la varianza se incrementa. Esto implica que

se generen valores fuera del intervalo [0.0, 1.0] con una probabilidad

más alta. En los casos en que los valores son mayores a 1.0, se utiliza

el valor 1.0, mientras que si se genera un valor negativo, se vuelve a

muestrear el valor. Uno de los efectos de este enfoque es el de in-

crementar la probabilidad de generar valores elevados de F conforme
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transcurren las generaciones, lo que ayuda a evitar la convergencia

acelerada en las últimas etapas de optimización.

5.3.3 Resultados de de-edm

En esta sección se presenta la validación experimental de de-edm.

Específicamente, se muestra que se pueden mejorar los resultados de

los algoritmos del estado-del-arte controlando de forma explícita la

diversidad. Particularmente, se consideraron los conjuntos de prueba

de los concursos de optimización continua organizados en el cec 2016

y cec 2017. Cada uno está compuesto de treinta problemas distin-

tos. En la comparativa incluimos a los algoritmos que obtuvieron los

primeros lugares en cada año, así como una versión de de que usa la

misma parametrización que de-edm pero que no incluye la población

élite ni el reemplazamiento basado en diversidad. Los algoritmos con-

siderados del cec 2016 son el UMOEAs-II [134] y L-SHADE-EpSin

[28], que alcanzaron el primero y el segundo lugar respectivamente,

mientras que del cec 2017 se consideran el EBOwithCMAR [244] y

el jSO [58]. Todos estos algoritmos fueron probados con los dos con-

juntos de prueba como se sugiere en [308]. Debido a que todos los

algoritmos son estocásticos se realizaron 51 ejecuciones con distintas

semillas y en cada caso, el criterio de paro fue asignado a 25, 000, 000

de evaluaciones de la función objetivo. Además se consideraron diez

variables en cada función (D = 10). La evaluación de los algoritmos

se realizó siguiendo los lineamientos de las competencias del cec, de

forma que se asignó un error igual a 0 si la diferencia entre la mejor

solución encontrada y la solución óptima era menor que 10−8. Para
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cada algoritmo se utilizó la parametrización indicada por sus autores

y que se describe a continuación:

• EBOwithCMAR: Para la parte EBO, el tamaño máximo de

la población de S1 = 18D, el tamaño mínimo de la población de

S1 = 4, el tamaño máximo de la población de S2 = (146.8)D,

el tamaño mínimo de la población de S2 = 10, el tamaño de la

memoria histórica H=6. Para la parte de CMAR el tamaño de

la población S3 = 4+3log(D), σ = 0.3, CS = 50, la probabilidad

de búsqueda local pl = 0.1 y cfels = 0.4 ∗ FEmax.

• UMOEAs-II: Para la parte de MODE, el tamaño máximo de

la población de S1 = 18D, el tamaño mínimo de la población de

S1 = 4, el tamaño de la memoria histórica H=6. Para la parte del

CMA-ES el tamaño de la población S2 = 4+b3log(D)c, µ = PS
2
,

σ = 0.3, CS = 50. Para la búsqueda local, cfels = 0.2 ∗ FEmax.

• jSO: El tamaño máximo de la población = 25log(D)
√
D, el

tamaño de la memoria histórica H= 5, valor de mutación inicial

de la memoria MF = 0.5, probabilidad inicial de la memoria

MCR = 0.8, tamaño mínimo de la población = 4, valor inicial

p-best = 0.25 ∗N , valor final p-best = 2.

• L-SHADE-EpSin: Tamaño máximo de la población

= 25log(D)
√
D, tamaño de la memoria histórica H= 5, valor

de la mutación inicial de la memoria MF = 0.5, probabilidad

inicial de la memoria MCR = 0.5, frecuencia inicial de la memo-

ria µF = 0.5, tamaño mínimo de la población = 4, valor inicial
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p-best = 0.25 ∗ N , valor final p-best = 2, generaciones de la

búsqueda local GLS = 250.

• DE-EDM: DI = 0.3, tamaño de la población = 250.

• Standard-DE: Tamaño de la población = 250 (mismos oper-

adores que en de-edm).

Nuestro análisis experimental se realizó teniendo en cuenta la difer-

encia entre la solución óptima y la mejor solución obtenida y para

comparar los resultados estadísticamente, se siguió un procedimiento

similar que el propuesto en [128]. Concretamente, en primer lugar

se utilizó la prueba Shapiro-Wilk para comprobar si los resultados se

ajustaban a una distribución Gaussiana. En los casos en que sí se

ajustaban, se utilizó la prueba de Levene para comprobar la homo-

geneidad de las varianzas, procediendo con la prueba de ANOVA en

caso positivo o con la prueba de Welch en caso negativo. Por otro

lado, para los casos que no se ajustaban a distribuciones Gaussianas,

se utilizó la prueba de Kruskal-Wallis. En todos los casos se fijó el

nivel de confianza al 95%. Se considera que un algoritmo X es supe-

rior a un algoritmo Y , si el procedimiento anterior reporta diferencias

significativas y si la media y mediana del error obtenido por el método

X son inferiores a las obtenidas por el método Y .

En las tablas 5.1 y 5.2 se presenta un resumen de los resulta-

dos obtenidos para el cec 2016 y el cec 2017 respectivamente. La

columna etiquetada con “Siempre Resuelto” muestra el número de

funciones en que se obtuvo un error de cero en las 51 ejecuciones.

La columna etiquetada con “Al menos una vez resuelto” muestra el
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número de funciones que se resolvieron en al menos una ejecución.

Prácticamente todas las funciones del cec 2017 (28 de ellas) fueron

resueltas al menos una vez por nuestra propuesta. Además, se re-

solvieron 21 funciones del cec 2016 al menos una vez. Esto representa

una diferencia sustancial con los resultados obtenidos por el resto de

algoritmos, pues todos ellos resolvieron muchas menos funciones. Con

el objetivo de confirmar la superioridad del de-edm, se ejecutaron las

pruebas estadísticas por pares. La columna etiquetada con el sím-

bolo ↑ muestra el número de veces en que cada método fue superior,

mientras que la columna etiquetada con ↓ cuenta el número de casos

donde el método fue inferior. Finalmente, la columna etiquetada con

←→ muestra el número de comparaciones en las que las diferencias no

fueron significativas. Las pruebas estadísticas indican que el de-edm

alcanzó los mejores resultados en los dos años. De hecho el número

de comparaciones en que nuestra propuesta ganó en el cec 2016 y

el cec 2017 fue de 77 y 88 respectivamente y sólo perdió en 25 y

6, respectivamente, que son valores muy superiores a los del resto de

algoritmos. La última columna etiquetada con “Puntaje” muestra la

puntuación siguiendo los lineamientos propuestos en las competencias

del cec. Particularmente, este método de evaluación combina dos

puntajes como se indica en la Ecuación (5.8), definiendo el puntaje

final como Score = Score1 + Score2.

Score1 =

(
1− SEi − SEmin

SEi

)
× 50,

Score2 =

(
1− SRi − SRmin

SRi

)
× 50,

(5.8)
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Específicamente, SEi es la sumatoria de errores del i-ésimo algo-

ritmo (SEi =
∑30

j=1 error_f̂j), además error_f̂j es el error promedio

en la j-ésima función. SEmin es la mínima sumatoria de errores entre

todos los algoritmos. Por su parte, SRi es la sumatoria del rango de

cada función en el i-ésimo algoritmo (SRi =
∑30

j=1 rangoj). Además,

SRmin es la sumatoria mínima de los rangos entre todos los algoritmos.

Nuestra propuesta alcanzó el mejor puntaje de 100.00 en los dos años,

demostrando su superioridad. Adicionalmente, es destacable que la

versión estándar de de alcanzó resultados buenos, de hecho obtuvo el

tercer y el segundo lugar en los años 2016 y 2017, respectivamente.

Esto muestra que el rendimiento de los algoritmos del estado-del-arte

se deteriora al considerar ejecuciones a largo plazo pues esos algorit-

mos que fueron muy efectivos a corto plazo, no lo son tanto a largo

plazo. La superioridad del de-edm es clara con base en todos los tipos

de comparativas descritas.

Además, con el fin de proporcionar resultados que puedan usar

otros autores para realizar comparativas, en las tablas 5.3 y 5.4 se

reporta el mejor, peor, mediana, media, desviación estándar y razón

de éxito para el cec 2016 y 2017, respectivamente. En estas tablas

se observa que nuestra propuesta resuelve todos los problemas uni-

modales y que en la mayor parte de los problemas multi-modales se

obtienen resultados muy aceptables con respecto a los reportados por

otros métodos. Así, nuestra propuesta resolvió y mejoró significativa-

mente varias funciones complejas que no fueron resueltas por ninguno

de los algoritmos restantes.

150



Ta
bl
a
5.
1:

R
es
um

en
de

lo
s
re
su
lt
ad

os
-
c
ec

20
16

A
lg
or
it
m
o

S
ie
m
p
re

R
es
u
el
to

R
es
u
el
to

al
m
en

os
u
n
a
ve
z

P
ru
eb

as
E
st
ad

ís
ti
ca
s

P
u
nt
aj
e

↑
↓

←
→

E
B
O
w
it
h
C
M
A
R

8
14

35
56

59
50

.2
8

jS
O

9
17

47
51

52
55

.4
3

U
M
O
E
A
s-
II

9
14

51
31

68
62

.4
5

L
-S
H
A
D
E
-E
p
si
lo
n

7
13

20
71

59
50

.1
2

D
E
-E
D
M

13
21

77
25

48
10

0.
00

S
ta
n
d
ar
d
-D

E
11

19
50

46
54

56
.2
9

151



Tabla
5.2:

R
esum

en
de

los
resultados

-
c
ec

2017

A
lgoritm

o
S
iem

p
re

R
esu

elto
R
esu

elto
al

m
en

os
u
n
a
vez

P
ru
eb

as
E
stad

ísticas
P
u
ntaje

↑
↓

←
→

E
B
O
w
ith

C
M
A
R

9
18

34
46

70
37.14

jS
O

8
15

29
55

66
29.30

U
M
O
E
A
s-II

11
15

43
40

67
26.89

L
-S
H
A
D
E
-E
p
silon

8
19

7
81

62
32.78

D
E
-E
D
M

21
28

88
6

56
100.00

S
tan

d
ard

-D
E

12
21

56
29

65
42.91

152



Tabla 5.3: Resultados del de-edm con los problemas del cec 2016
Mejor Peor Mediana Media Sd Razón de éxito

f1 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f2 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f3 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f4 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f5 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f6 0.00E+00 3.60E-02 4.00E-03 7.39E-03 1.15E-02 3.92E-01
f7 2.00E-02 1.02E-01 5.90E-02 5.77E-02 4.93E-02 0.00E+00
f8 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f9 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f10 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f11 0.00E+00 6.00E-02 0.00E+00 5.88E-03 1.90E-02 9.02E-01
f12 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f13 1.00E-02 8.00E-02 5.00E-02 4.67E-02 2.60E-02 0.00E+00
f14 1.00E-02 5.00E-02 3.00E-02 2.82E-02 2.13E-02 0.00E+00
f15 0.00E+00 4.70E-01 2.20E-01 1.99E-01 1.55E-01 1.96E-02
f16 4.00E-02 1.50E-01 8.00E-02 8.47E-02 4.96E-02 0.00E+00
f17 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f18 0.00E+00 2.00E-02 1.00E-02 7.65E-03 6.32E-03 3.14E-01
f19 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f20 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f21 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f22 0.00E+00 3.00E-02 0.00E+00 3.73E-03 2.76E-02 7.65E-01
f23 0.00E+00 1.00E+02 0.00E+00 2.55E+01 5.10E+01 7.45E-01
f24 0.00E+00 6.90E-01 0.00E+00 2.61E-02 1.33E-01 9.61E-01
f25 1.00E+02 1.00E+02 1.00E+02 1.00E+02 0.00E+00 0.00E+00
f26 8.00E-02 1.00E+02 5.29E+01 5.20E+01 3.19E+01 0.00E+00
f27 2.50E-01 9.10E-01 5.40E-01 5.60E-01 2.92E-01 0.00E+00
f28 0.00E+00 3.57E+02 3.43E+02 2.76E+02 1.60E+02 1.96E-01
f29 1.00E+02 1.00E+02 1.00E+02 1.00E+02 0.00E+00 0.00E+00
f30 1.84E+02 1.84E+02 1.84E+02 1.84E+02 3.25E-02 0.00E+00
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Tabla 5.4: Resultados del de-edm con los problemas del cec 2017
Mejor Peor Mediana Media Sd Razón de éxito

f1 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f2 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f3 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f4 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f5 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f6 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f7 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f8 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f9 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f10 0.00E+00 1.20E-01 0.00E+00 1.65E-02 3.39E-02 7.45E-01
f11 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f12 0.00E+00 2.20E-01 0.00E+00 6.37E-02 1.76E-01 6.67E-01
f13 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f14 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f15 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f16 0.00E+00 2.10E-01 0.00E+00 2.47E-02 7.27E-02 8.82E-01
f17 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f18 0.00E+00 1.00E-02 0.00E+00 1.96E-03 4.47E-03 8.04E-01
f19 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f20 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f21 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f22 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f23 0.00E+00 3.00E+02 0.00E+00 3.49E+01 1.03E+02 8.82E-01
f24 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f25 0.00E+00 1.00E+02 0.00E+00 3.92E+00 2.00E+01 9.61E-01
f26 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f27 0.00E+00 3.87E+02 3.87E+02 2.05E+02 2.68E+02 1.96E-02
f28 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.00E+00
f29 1.45E+02 2.26E+02 2.18E+02 1.99E+02 4.21E+01 0.00E+00
f30 3.95E+02 3.95E+02 3.95E+02 3.95E+02 2.10E-01 0.00E+00
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5.4 Diseño de operadores de cruza basados

en diversidad

La segunda propuesta se aplica en el campo de optimización multi-

objetivo y está basada en la extensión del operador de cruza sbx. En

esta sección se introducen, en primer lugar, varios conceptos relaciona-

dos con los algoritmos evolutivos multi-objetivo, para posteriormente

describir algunas de las clasificaciones más populares de operadores

de cruza. Finalmente, se realiza un análisis del operador sbx y con

base en el mismo se propone una variante dinámica denominada Op-

erador de Cruza Dinámico basado en Simulación Binaria (Dynamic

Simulated Binary Crossover - dsbx), el cual es validado experimen-

talmente.

5.4.1 Algoritmos evolutivos multi-objetivo

Los eas han sido utilizados frecuentemente para lidiar con problemas

de optimización multi-objetivo (Multi-objective Optimization Prob-

lems - MOPs). Particularmente, un MOP de dominio continuo y

que es basado en minimización puede ser definido como se indica en

la Ecuación (5.1) de la sección 5.1, fijando la M a un valor mayor

que uno. Dadas dos soluciones x, y ∈ Ω, x domina a y, deno-

tado por x ≺ y, si y solo si ∀m ∈ 1, 2, ...,M : fm(xi) ≤ fm(yi) y

∃m ∈ 1, 2, ...,M : fm(xi) < fm(yi). Una solución x∗ ∈ Ω es cono-

cida como solución óptima de Pareto si no existe otra solución x ∈ Ω

que domine a x∗. El conjunto de Pareto es el conjunto de todas las

soluciones óptimas de Pareto y el frente de Pareto está formado por
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las imágenes del conjunto de Pareto. El propósito de un Algoritmo

Evolutivo Multi-Objetivo (Multi-objective Evolutionary Algorithm -

MOEA) es, esencialmente, obtener un conjunto de soluciones bien

distribuidas y cercanas a las soluciones del frente de Pareto.

En los últimos años, se han diseñado una gran cantidad de moeas

siguiendo distintos principios. A raíz de esto se han propuesto varias

taxonomías [39] y, por ejemplo, en base a sus principios de diseño se

pueden clasificar en basados en la dominancia de Pareto, indicadores

y/o descomposición [363]. Hay algoritmos muy competitivos de cada

uno de los grupos por lo que en esta sección se consideraron moeas

de todos los grupos para realizar la validación. Particularmente, la

validación experimental se desarrolló incluyendo a los algoritmos Al-

goritmo Genético basado en Ordenación de los No-Dominados (Non-

Dominated Sorting Genetic Algorithm - NSGA-II) [118], el Algoritmo

Evolutivo Multi-objetivo basado en descomposición (MOEA based on

Decomposition - MOEA/D) [512] y el Algoritmo Evolutivo Multi-

objetivo basado en la Métrica-S (the S-Metric Selection Evolutionary

Multi-objective Optimization Algorithm - SMS-EMOA) [43]. Estos

algoritmos son representativos de los basados en dominancia, basados

en descomposición y basados en indicadores respectivamente.

5.4.2 Operadores de cruza

Los operadores de cruza son utilizados para generar soluciones hijas

utilizando la información de las soluciones padre. Así, estos oper-

adores combinan las características de dos o más soluciones padre con

el propósito de generar nuevas soluciones candidatas. En base en que
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Figura 5.1: Función de densidad del operador de cruza sbx con índices
de distribución 2 y 5. Las soluciones padre están ubicadas en 2 y 5
respectivamente.

Figura 5.2: Simulaciones del operador sbx con un índice de dis-
tribución igual a 20. Las soluciones padre están ubicadas en P1 =
(−1.0,−1.0) y P2 = (1.0, 1.0). En la parte izquierda la simulación
consiste en alterar cada variable con probabilidad 1.0 y en la parte
derecha con probabilidad 0.1 (parámetro δ1 en el Algoritmo 14).
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Figura 5.3: Simulaciones del operador sbx con un índice de distribu-
ción de 20. Las soluciones padre están ubicadas en P1 = (−1.0,−1.0),
P2 = (1.0, 1.0) (parte izquierda) y P1 = (−1.0,−1.0,−1.0), P2 =
(1.0, 1.0, 1.0) (parte derecha).

en la literatura existen diversos operadores de cruza, se han propuesto

varias taxonomías para clasificarlos. Particularmente, las taxonomías

se basan en varias características tales como la ubicación relativa entre

padres e hijos o el tipo de relaciones existentes entre las variables.

Una clasificación popular hace distinción entre operadores de cruza

basados en las variables y basados en los vectores. En los basados en las

variables, cada variable de las soluciones padre son combinadas para

crear nuevos valores de forma independiente, siendo ideales para lidiar

con problemas separables. Algunos operadores que pertenecen a esta

categoría son el Operador de Cruza por Mezcla (the Blend Crossover

- blx) [141] y el sbx [113]. Por otra parte, los operadores de recombi-

nación basados en vectores tienen en cuenta la relación que existe entre

las variables, por lo que la combinación no es independiente. Así, este

tipo de operadores pueden por ejemplo, realizar combinaciones lineales

de las soluciones involucradas. Algunos operadores que pertenecen a

esta categoría son el Operador de Cruza Unimodal Normalmente Dis-
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tribuido (Unimodal Normally Distributed Crossover - undx) [336], y

el Operador de Cruza Simplex (Simplex Crossover - spx) [436].

Adicionalmente, los operadores de cruza pueden ser clasificados

como centrados en los padres y centrados en la media [222]. En los

operadores centrados en los padres, las soluciones hijas tienden a ser

creadas alrededor de cada solución padre, mientras que en los oper-

adores centrados en la media se tiende a crear a las soluciones hijas

alrededor de la media de los valores de las soluciones padres.

5.4.2.1 El operador de cruza basado en simulación binaria -

SBX

Entre los operadores de cruza, el Operador de Cruza Basado en Simu-

lación Binaria (Simulated Binary Crossover - sbx) [113] es uno de los

más utilizados en dominios continuos y fue el que se decidió extender

en nuestra propuesta, por lo que esta sección se centra en este operador

de cruza. El operador sbx es clasificado como un operador centrado en

los padres, por lo que los valores asociados a los hijos (c1 y c2) tienden

a ser cercanos a los valores de los padres (p1 y p2). Específicamente,

el proceso para generar los valores de las soluciones hijas se basa en

utilizar una distribución de probabilidad. Esta distribución controla el

factor de dispersión β = |c1− c2|/|p1− p2|, el cual es definido como la

razón entre la distancia de los valores de las soluciones hijas y la distan-

cia entre los valores de las soluciones padre. Esta función de densidad

se define con base en un índice de distribución ηc (es un parámetro

de control especificado por el usuario) el cual altera la capacidad de

exploración. Específicamente, un índice pequeño induce una proba-
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bilidad elevada de crear valores de las soluciones hijas distantes de los

valores de las soluciones padre, mientras que índices elevados tienden

a crear soluciones muy similares a las soluciones padre, lo cual se ilus-

tra en la figura 5.1. La definición matemática de la distribución y la

forma de generar los valores de las soluciones hijas pueden ser estudi-

ados en [113]. Las ecuaciones iniciales fueron formuladas con base en

un problema de optimización sin límites en las variables. Sin embargo,

en muchos problemas, cada variable está limitada dentro de un límite

inferior y superior. Para considerar los límites del espacio de decisión

se propuso una modificación de la distribución de probabilidad [115],

que es la que se usa en este artículo. Para el caso de nuestro método,

no es demasiado importante conocer la fórmula exacta, sino el efecto

del valor ηc que se ha ilustrado previamente.

Es importante aclarar que la primera versión del sbx fue dis-

eñada con base en una sola variable. Posteriormente, los autores

consideraron aplicarlo a problemas con múltiples variables [113], con-

siderando una estrategia simple para escoger las variables que se van

a cruzar [336]. Específicamente, con base en los principios del oper-

ador de cruza uniforme, cada variable es cruzada con una probabilidad

igual a 0.5. A pesar de su sencillez y de no tener en cuenta las posibles

dependencias entre variables, hoy en día ésta es la forma más común

de aplicar el sbx.

5.4.2.2 Implementación y análisis del operador sbx

En este apartado se discuten algunas de las principales características

de la implementación más utilizada del operador sbx para problemas
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Algoritmo 14 Operador de Cruza basado en Simulación Binaria
(sbx)

1: Entrada: Soluciones padre (P1, P2), Índice de distribución (ηc),
Probabilidad de cruza (Pc).

2: Salida: Soluciones hijo (C1, C2).
3: si U [0, 1] ≤ Pc entonces
4: para para cada variable d hacer
5: si U [0, 1] ≤ δ1 entonces
6: Generar C1,d utilizando las distribuciones dadas

en [115].
7: Generar C2,d utilizando las distribuciones dadas

en [115].
8: si U [0, 1] ≤ (1− δ2) entonces
9: Intercambiar C1,d con C2,d.
10: fin si
11: si no
12: C1,d = P1,d.
13: C2,d = P2,d.
14: fin si
15: fin para
16: si no
17: C1 = P1.
18: C2 = P2.
19: fin si
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con múltiples variables. Esencialmente, se consideran tres compo-

nentes clave que podrían afectar al rendimiento de los moeas. En

primer lugar, como ya se mencionó anteriormente, cada variable es

alterada con una probabilidad fija igual a 0.5. Si este valor de prob-

abilidad se incrementa, entonces los hijos tienden a crearse a mayor

distancia de los padres debido a que se modifican más variables de

forma simultánea. En los problemas separables, en general interesa

modificar sólo una variable mientras que en los no separables suele ser

más conveniente modificar varias variables a la vez. En la figura 5.2

se pueden observar las implicaciones de modificar esta probabilidad

considerando un problema con dos variables. Particularmente, en la

parte derecha se muestra que una probabilidad pequeña provoca que

algunos valores permanezcan intactos, es decir, hay una tendencia de

generar desplazamientos paralelos a los ejes, lo cual suele ser ideal para

problemas separables. Por otra parte, en la parte izquierda se mues-

tra que utilizando una probabilidad elevada existe un comportamiento

de búsqueda distinto donde la tendencia anterior desaparece, lo cual

podría ser oportuno para problemas no separables. Es importante

destacar que existe una relación entre esta probabilidad y el índice de

distribución, ya que estos dos factores tienen un efecto directo en la

similitud que existe entre las soluciones padres e hijas.

El segundo aspecto importante es que después de generar los dos

valores de las soluciones hijas, estos valores son intercambiados con

una probabilidad fija (usualmente es 0.5), es decir el valor de la solu-

ción hija c1 no siempre es heredado a partir de la solución padre más

cercana p1. Esta es una característica no muy discutida, sin embargo
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Figura 5.4: Simulación del operador sbx donde las soluciones padre
están ubicadas en P1 = (−1.0,−1.0) y P2 = (1.0, 1.0). En la parte
izquierda se consideró un índice de distribución de 2 y en la derecha
de 20.

es un aspecto muy relevante que afecta al rendimiento del algoritmo.

En algunos contextos esta probabilidad se denomina “Probabilidad

de cruza uniforme por variable” (Variable uniform crossover probabil-

ity) [459] o “Recombinación Discreta” (Discrete Recombination) [319].

Dado que en el ámbito multi-objetivo se promueve más diversidad en

las variables de decisión de forma implícita, estos intercambios podrían

ser altamente disruptivos. De hecho, debido a esto, no es totalmente

claro que el sbx deba ser categorizado como un operador centrado en

los padres. Estos intercambios que existen entre los valores de las solu-

ciones hijas tienen un efecto de realizar múltiples “reflexiones” en el

espacio de búsqueda. Así, conforme se incrementa la dimensionalidad

en el espacio de las variables, el número de regiones cubiertas crece de

forma exponencial como se puede observar en los casos de dos y tres

dimensiones en la figura 5.3. Es importante notar que esta caracterís-

tica tiene un efecto relevante en la distancia entre las soluciones padre

y las soluciones hijas.
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Finalmente, se discute el índice de distribución que es quizás la

característica más conocida del operador sbx. Un índice de distribu-

ción pequeño provoca un grado de exploración elevado. De hecho, un

índice de distribución igual a uno tiene un efecto similar al Operador

de Recombinación Difusa (Fuzzy Recombination Operator) [478]. En

la figura 5.4 se puede observar el efecto de aplicar distintos índices de

distribución. Particularmente, en la parte izquierda se considera un

índice de distribución pequeño, mientras en la parte derecha se con-

sidera un índice de distribución grande. Se observa que este último

genera soluciones candidatas similares a las soluciones padre.

En el Algoritmo 14 se muestra la implementación del operador

sbx. Este pseudocódigo está basado en la implementación que está

integrada en el código del NSGA-II propuesto por Deb et al. [118],

la cual se considera como la variante más popular. En los parámet-

ros de entrada se requieren dos soluciones padre (P1, P2), y éste crea

dos soluciones hijas (C1, C2). El primero y el segundo componente

mencionados previamente corresponden a las líneas 5 y 9 respectiva-

mente. El caso clásico del operador sbx se configura con los parámet-

ros δ1 = δ2 = 0.5 y ηc = 20. Es importante hacer notar que la imple-

mentación clásica no considera la dimensionalidad de las variables o

el criterio de paro como parte de sus parámetros internos.

5.4.3 Propuesta - dsbx

Con base en el análisis anterior y con el propósito de inducir un bal-

anceo entre exploración e intensificación de forma dinámica y que de-

penda del instante de ejecución, se proponen las siguiente modifica-
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ciones. En primer lugar, se modifica la probabilidad de alterar una

variable (δ1) durante la ejecución. La intención de esta modificación es

estimular la capacidad de exploración considerando inicialmente una

probabilidad elevada para alterar más variables de forma simultánea,

mientras que conforme la ejecución avanza se reduce esta probabili-

dad, con el fin de reducir el número de variables que se modifican y

promover así movimientos más pequeños. El valor de δ1 se cambia

con base en un modelo lineal decreciente, donde inicialmente se fija a

1.0 y se decrementa de forma que a la mitad del total de generaciones

alcanza el valor 0.5. Este último valor es mantenido hasta el final de la

ejecución, es decir, desde la mitad de la ejecución este parámetro se fija

al mismo valor que el de la implementación tradicional del sbx. Para

asignar el valor δ1 se utiliza la Ecuación (5.9), donde GTranscurridas cor-

responde a la generación actual y GTotal corresponde al número total

de generaciones.

El segundo cambio está relacionado con la probabilidad de aplicar

reflexiones (1 − δ2). En este caso, δ2 es actualizado de acuerdo a la

Ecuación (5.9), por lo tanto la probabilidad de aplicar una reflexión

se incrementa de 0.0 a 0.5 durante la ejecución. Esta modificación

se realiza con el propósito de evitar el comportamiento disruptivo de

intercambiar variables en las primeras generaciones ya que esto provo-

caría modificaciones muy drásticas. De esta forma, sería más sensato

aplicar estas reflexiones una vez que los individuos convergen en cierto

grado. Nótese que se incrementa hasta el valor 0.5 el cual es el valor

utilizado en la implementación del sbx estándar, ya que no se quiere

disponer de un comportamiento excesivamente disruptivo. Sin em-
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Tabla 5.5: Puntos de referencias para el indicador HV
Instancias Punto de referencia

WFG1-WFG9 [2.1, ..., 2m+ 0.1]
DTLZ 1, 2, 4 [1.1, ..., 1.1]
DTLZ 3, 5, 6 [3, ..., 3]

DTLZ7 [1.1, ..., 1.1, 2m]
UF 1-10 [2, ..., 2]

bargo, en el futuro sería interesante realizar estudios con otros valores

finales.

δ1 = δ2 = max

(
0.5, 1.0− GTranscurridas

GTotal

)
(5.9)

Finalmente, el índice de distribución también es modificado du-

rante la ejecución. En las primeras etapas se promueve un índice de

distribución pequeño con el propósito de incrementar la capacidad de

exploración del sbx. Posteriormente se decrementa de forma lineal,

lo cual tiene el efecto de que la curva de distribución se cierre, y por

lo tanto se promueve un mayor grado de intensificación en las etapas

finales. El incremento lineal es llevado a cabo usando la Ecuación

(5.10), por lo tanto el índice de distribución es alterado de 2 a 22. Es

importante aclarar que ya se han considerado modificaciones similares

al índice de distribución [525], [198], aunque las otras propiedades que

se modifican nunca han sido estudiadas en profundidad.

ηc = 2 + 20×
(
GTranscurridas

GTotal

)
(5.10)

5.4.4 Resultados

En este apartado se analizan los resultados obtenidos con las variantes

dinámicas del sbx (dsbx). El nuevo operador de cruza se integró en
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Tabla 5.6: Información estadística de las métricas considerando dos
objetivos

NSGA-II MOEA/D SMS-EMOA
1 2 3 4 5 DE 1 2 3 4 5 DE 1 2 3 4 5 DE

HV promedio 0.88 0.90 0.90 0.91 0.93 0.94 0.87 0.87 0.87 0.90 0.91 0.91 0.88 0.89 0.87 0.91 0.92 0.93
IGD+ promedio 0.12 0.09 0.11 0.07 0.06 0.05 0.14 0.12 0.14 0.09 0.08 0.07 0.13 0.11 0.14 0.08 0.07 0.05

Tabla 5.7: Información estadística de las métricas considerando tres
objetivos

NSGA-II MOEA/D SMS-EMOA
1 2 3 4 5 DE 1 2 3 4 5 DE 1 2 3 4 5 DE

HV promedio 0.87 0.84 0.87 0.87 0.87 0.85 0.84 0.84 0.84 0.86 0.86 0.85 0.90 0.89 0.88 0.91 0.91 0.91
IGD+ promedio 0.13 0.16 0.13 0.12 0.12 0.13 0.15 0.14 0.15 0.11 0.11 0.13 0.11 0.11 0.13 0.09 0.09 0.13

los algoritmos NSGA-II, MOEA/D y SMS-EMOA. En primer lugar,

se analiza cada una de las tres modificaciones propuestas de forma ais-

lada. Posteriormente se construye un caso donde se consideran las dos

modificaciones que ofrecieron mejores resultados de forma simultánea.

Como parte de la validación experimental se consideran los proble-

mas de prueba WFG [215], DTLZ [119] y UF [513]. Además, con

el propósito de comparar nuestra extensión del sbx con otros oper-

adores se incluye la variante de evolución diferencial conocida como

demo [459].

Para llevar a cabo el análisis experimental, y dado que todos los

algoritmos son estocásticos, cada caso fue ejecutado 35 veces con dis-

tintas semillas. La configuración global que se aplicó a todos los algo-

ritmos fue la siguiente. Se asignó el criterio de paro a 25, 000 genera-

ciones, el tamaño de la población a 100, se configuraron los problemas

de prueba wfg con dos y tres objetivos considerando 24 variables,

donde 20 variables son parámetros de distancia y 4 son parámetros

de posición. Como es sugerido en [119] se consideró n = M + r − 1

variables de decisión en los problemas de prueba dtlz, donde para

los problemas DTLZ1, DTLZ2 - DTLZ6 y DTLZ7 se consideraron
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r = {5, 10, 20} respectivamente. En el caso de los problemas de prueba

uf se utilizaron 30 variables de decisión. Finalmente, se hizo uso del

operador de mutación polinomial con una probabilidad de mutación

de 1/n y con un índice de distribución igual a 50, mientras que el

operador de cruza sbx se utilizó con una probabilidad de cruza igual

a 0.9 y un índice de distribución de 20.

A continuación se especifica la parametrización adicional propia de

cada algoritmo:

• DEMO: CR = 0.3 y F = 0.5.

• SMS-EMOA: desplazamiento para calcular el HV = 100.

• MOEA/D: tamaño de la vecindad = 10, el número de actual-

izaciones por subproblema (nr) = 2 y δ = 0.9.

Para comparar los frentes obtenidos por cada método se utiliza el

hipervolumen normalizado (HV), que se debe maximizar, y la Dis-

tancia Generacional Invertida Modificada (Inverted Generational Dis-

tance Plus - IGD+), que se debe minimizar. En la tabla 5.5 se pre-

sentan los puntos de referencia utilizados para el indicador del hiper-

volumen los cuales son similares a los utilizados en [42, 517]. Por

otra parte, para comparar los resultados estadísticamente (valores del

IGD+ y HV), se siguió un procedimiento similar al que se propuso

en [128], siendo el mismo que se aplicó para validar la primera prop-

uesta.
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5.4.5 Análisis de cada modificación en el operador

sbx

En este apartado se analiza el efecto que cada modificación propuesta

tiene de forma independiente sobre los resultados obtenidos. Para ello

basados en el Algoritmo 14 se proponen cuatro casos:

• Caso 1: se aplica la versión estándar del operador sbx donde

δ1 = δ2 = 0.5 y ηc = 20.

• Caso 2: se actualiza el valor δ1 como se indica en la Ecuación (5.9),

δ2 = 0.5 y ηc = 20.

• Caso 3: se actualiza el valor δ2 como se indica en la Ecuación (5.9),

δ1 = 0.5 y ηc = 20.

• Caso 4: se actualiza el índice de distribución de acuerdo a la

Ecuación (5.10), δ1 = δ2 = 0.5.

En las tablas 5.6 y 5.7 se muestra información del HV normalizado

[525] y del IGD+ [219] para cada caso, con dos y tres objetivos re-

spectivamente (el Caso 5 se comenta más adelante). Específicamente,

se muestra la media del HV e IGD+ para todos los problemas en dos

y tres objetivos. Se observa que considerando dos y tres objetivos el

Caso 4 mejora al Caso 1, al Caso 2 y al Caso 3 en todos los algoritmos.

Por lo tanto, se aprecian de forma clara los beneficios de incrementar

el índice de distribución durante la ejecución. Por otra parte, al con-

siderar tres objetivos, el Caso 2 presentó un rendimiento menor que el

Caso 1, posiblemente debido a que al alterar tantas variables de forma
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simultánea, se produce un comportamiento excesivamente disruptivo.

Quizás los resultados podrían mejorar si el parámetro δ1 es alterado de

una forma distinta, sin embargo esto se deja como trabajo futuro. Los

análisis anteriores únicamente consideran la media obtenida en todos

los problemas de prueba. En la tabla 5.8 se muestran los resultados

de las pruebas estadísticas (el Caso 5 se discute en la siguiente sec-

ción). Particularmente, se realizan comparaciones por pares en base

a las pruebas estadísticas ya mencionadas entre los cinco casos. Este

procedimiento se realizó de forma independiente para el NSGA-II,

MOEA/D y el SMS-EMOA. Para cada algoritmo y para cada caso,

la columna “↑” reporta el número de comparaciones donde las prue-

bas estadísticas confirmaron la superioridad del caso correspondiente,

mientras que en la columna “↓” se reporta el número de veces donde

este caso fue inferior y la columna “←→” indica el número de com-

paraciones donde las diferencias no fueron significativas. Con base en

estos resultados se puede observar que el caso 3 y caso 4 aportan con

respecto al caso 1, mientras que el caso 2 no es robusto, siendo en

varios algoritmos inferior al caso 1. Adicionalmente, se anexan resul-

tados detallados para facilitar que otros investigadores puedan realizar

comparativas con un mayor nivel de detalle2.

5.4.6 Modificación simultánea de varios componentes

Con base en los análisis realizados con anterioridad se propone una

variante del operador sbx que incorpora las modificaciones propues-

tas en el Caso 3 y Caso 4 de forma simultánea, es decir, se incorpora

2https://github.com/joelchaconcastillo/SBX_CEC2018.
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un cambio dinámico tanto en el parámetro δ2 como en el índice de

distribución. Debido a los resultados de baja calidad del Caso 2 el

parámetro δ1 no se modifica de forma dinámica. Particularmente,

el Caso 5 se construye con base en el Algoritmo 14 asignando el

parámetro δ1 a 0.5 debido a que es la forma de la versión estándar

del sbx, mientras que δ2 es actualizado de acuerdo a la Ecuación (5.9)

y el parámetro ηc es actualizado como se indica en la Ecuación (5.10).

De acuerdo a la media del HV y del IGD+ que se obtuvieron en

el Caso 5 (ver tablas 5.6 y 5.7), es claro que integrar los Casos 3 y

4 proporciona beneficios importantes. En el caso de dos objetivos se

observa una ventaja significativa. Sin embargo, en el caso de tres

objetivos los Casos 4 y 5 son muy similares con base en la media.

Además, al considerar tres objetivos los resultados que se obtuvieron

en el Caso 5 son superiores a los obtenidos con de, mientras que al

considerar la versión estándar de sbx se observa un deterioro. Por lo

tanto, si el operador sbx es configurado adecuadamente puede generar

resultados similares o superiores que el algoritmo demo.

Finalmente, en la tabla 5.8, se muestran los resultados de las prue-

bas estadísticas. Los beneficios obtenidos por el Caso 5 son muy claros.

De hecho, únicamente el Caso 4 obtuvo mejores resultados que el Caso

5 al considerar tres objetivos y al algoritmo NSGA-II. Esto demuestra

que se pueden obtener mejores resultados si se integran varias mod-

ificaciones dinámicas de forma simultánea. Además, los resultados

confirman las ventajas de la versión dinámica frente al caso estándar

(Caso 1). El único caso que no presenta ventajas importantes frente
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a la versión estándar del sbx es el Caso 2, el cual fue discutido con

anterioridad.

5.5 Retos y perspectivas

El campo de diseño de eas es un campo muy activo y en el que hay

muchas ideas aún por explorar. Los retos en este campo, pasan por

hacer el trabajo de diseño un proceso mucho más metódico y algorít-

mico. Así, parece importante que en este campo no sólo se publiquen

los métodos finales que han dado buenos resultados en un problema

dado, sino también cómo se realizó el desarrollo completo. Actual-

mente, el desarrollo de buenos optimizadores es un proceso iterativo

en el que en cada fase se van incluyendo nuevas componentes que pro-

ducen mejoras. Crear guías sobre cómo realizar todo este proceso es

un gran reto actual.

En lo que concierne al caso más específico de las estrategias de

control de diversidad, el análisis de los resultados reportados en la

literatura muestra que son estrategias que ofrecen grandes ventajas a

largo plazo, es decir, cuando la cantidad de recursos computacionales

que se pueden utilizar son bastante grandes. Dado que cada vez se

cuenta con mayores clústeres de computación, es importante abordar

el tema de cómo desarrollar optimizadores paralelos con estrategias de

control de diversidad. En este línea existen algunos trabajos recientes,

pero realmente los avances aún son mínimos. Otros aspecto impor-

tantes a estudiar está relacionado con qué se puede hacer para reducir

el esfuerzo computacional requerido para conseguir resultados prom-
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etedores. La mayor parte de técnicas actuales son métodos dinámi-

cos no adaptativos, y dadas las ventajas que han ofrecido los métodos

adaptativos en otras áreas, desarrollar métodos adaptativos de control

de diversidad parece realmente prometedor. Finalmente, un aspecto

negativo de las estrategias vistas enjoel: este capítulo y de la mayor

parte de métodos de gestión de diversidad, es que se introducen nuevos

parámetros, por lo que es importante combinar estos mecanismos con

estrategias de control de parámetros para facilitar su utilización. Esto

es importantísimo ya que un reto global del área de metaheurísticas

es conseguir que los usuarios no expertos puedan hacer uso, por sí

mismos, de las estrategias desarrolladas por los investigadores.

5.6 Conclusiones

La convergencia prematura es una de las debilidades más importantes

de los eas. Una de las formas de lidiar con este problema consiste en

inducir un balanceo adecuado entre exploración e intensificación. Sin

embargo, obtener este balanceo no es una tarea trivial debido a que

cada problema de optimización tiene características distintas y por ello

han surgido numerosos esquemas para tratar esta problemática. Con

base en esto se han desarrollado varias taxonomías con el propósito de

clasificar las diferentes formas en que se puede preservar y promover

la diversidad. En este trabajo, con el fin de ilustrar como se pueden

realizar diseños de eas que tomen en cuenta el balanceo entre explo-

ración e intensificación se presentan dos ejemplos. De forma general,

las propuestas establecen un comportamiento dinámico de algún com-
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ponente del ea teniendo en cuenta para ello el criterio de paro y el

instante en que se encuentra la ejecución. Así, se obtuvo un balanceo

adecuado en el que en las primeras fases se promueve más exploración

y en las últimas se promueve más la intensificación. De modo más es-

pecífico, en la primera propuesta se modifica evolución diferencial por

medio de una nueva fase de reemplazo con el propósito de conseguir

este balanceo. Además, esta contribución incorpora una población

élite con el propósito de proporcionar soluciones de calidad tanto a

mediano como a largo plazo. Con base en la validación experimental

llevada a cabo, se observa que esta propuesta supera a los mejores

algoritmos que se habían propuesto en una competición que consideró

las funciones de prueba usadas en este capítulo. Posteriormente, se

presenta un análisis del operador de cruza sbx y se desarrolló una vari-

ante que modifica varios componentes de forma dinámica considerando

también el criterio de paro y las generaciones transcurridas. Con base

en los resultados obtenidos con problemas muy populares del ámbito

de optimización multi-objetivo, se muestra que usar el operador sbx

modificado ofrece ventajas muy importantes en varios moeas y para

diferentes indicadores. De forma general se observa que obtener un

balanceo apropiado entre exploración e intensificación es realmente

importante, y que esto se puede conseguir utilizando técnicas radical-

mente diferentes aunque siguiendo los mismos principios de diseño.
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Para saber más

• Para saber más sobre la historia de los algoritmos evolutivos se

sugiere consultar [156, 93].

• Puede consultar información sobre tipos de metaheurísticas y

diseño e implementación de las mismas en [440].

• Si desea consultar información básica sobre los fundamentos de

los algoritmos evolutivos se sugiere consultar [132, 265, 32].

• Para profundizar más en el tópico de manejo de diversidad, ex-

ploración e intensificación, se sugiere consultar [467].

• Se puede consultar material relacionado con operadores de cruza

y algoritmos evolutivos multi-objetivo en [90, 112, 90].

• Para obtener más información relacionada al tema de evolución

diferencial se sugiere consultar [373, 79].

• Si desea consultar aplicaciones de algoritmos evolutivos multi-

objetivo se puede consultar [525, 30].
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Capítulo 6

Optimización Evolutiva

Multi-objetivo

La mayor parte de los problemas de optimización del mundo real in-

volucran dos o más objetivos en conflicto que se desean optimizar en

forma simultánea. La solución a esta clase de problemas está con-

formada por un conjunto de soluciones entre las cuales no se puede

establecer una sola como la mejor. El paradigma de cómputo evolu-

tivo se presenta como una opción prometedora para resolver este tipo

de problemas por el hecho de manejar en forma simultánea un multi

conjunto de soluciones. Este capítulo presenta una breve introducción

a los conceptos básicos de optimización evolutiva multi-objetivo, sin

pretender cubrir en forma exhaustiva los desarrollos llevados a cabo

en el área en los últimos años. Busca más bien plasmar una visión que

los autores tienen del área y hacer notar algunos aspectos que con-

sideramos relevantes. Se presenta también un listado de problemas

177



todavía no resueltos que consideramos importante explorar. Así tam-

bién se hace una breve mención a la contribución de grupos mexicanos

en esta área del conocimiento.

6.1 Introducción

Un gran número de problemas del mundo real involucran la opti-

mización simultánea de varios objetivos que se encuentran en conflicto

unos con otros. Estos problemas vienen de distintas disciplinas como

la economía, ingeniería, transporte, biología, farmacología, medio am-

biente, por citar algunas. Por ejemplo al diseñar un fármaco [246]

se desea maximizar su potencia, minimizar su costo de producción

y toxicidad así como los efectos secundarios de éste. Aumentar la

potencia del fármaco estará normalmente en conflicto con disminuir

la toxicidad del mismo. Por otro lado, en las actividades cotidianas

se realiza el transporte de mercaderías o materiales peligrosos de un

punto a otro en una región, en un modelo similar al que ocurre en

internet cuando se desea movilizar grandes cantidades de datos de un

nodo a otro. En esta clase de problemas no sólo se busca la ruta más

corta, sino también la más segura (en el caso de datos) y la menos

riesgosa en el caso de traslado de materiales peligrosos. En general, la

ruta más segura no será la más corta y viceversa. Para esta clase de

problemas no existe un único valor óptimo de las funciones objetivo

sino un conjunto de soluciones con sus respectivas funciones objetivo

que no son mejores entre sí bajo todos los criterios al mismo tiempo.
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Para abordar esta clase de problemas se han establecido condi-

ciones y propuesto métodos para resolver problemas que satisfacen

dichas condiciones. Por ejemplo, cuando las funciones objetivo y las

restricciones son lineales en las variables de decisión, éstas pueden ser

abordados con técnicas de programación lineal multi-objetivo (MO)

[508, 434, 275], donde, entre otros métodos, se recurren a extensiones

del método Simplex para programación lineal de un solo objetivo. En

el caso de que se tengan funciones objetivo y una región factible con-

vexas, existen algoritmos eficientes para su solución [51].

Desafortunadamente, la mayoría de los problemas del mundo real

no son convexos y deben aplicarse métodos específicos caso por caso

[300, 356]. Por otro lado, el cómputo evolutivo ofrece una alternativa

al diseño de métodos de caso por caso y propone un marco de trabajo

general para la solución de problemas de este tipo. La primera pro-

puesta con un enfoque evolutivo surge en los 1980s con la tesis doctoral

de Schaffer [403]. A partir de ahí el interés en el área se incrementa

cada vez de manera más acelerada. Prueba de ello son las conferencias

bianuales especializadas [520, 162, 453], las monografías [112, 90, 441]

sobre estas técnicas y sus aplicaciones y el volumen de literatura sobre

el tema actualmente disponible.1

El capítulo está organizado de la siguiente manera. Los concep-

tos básicos de optimización multi-objetivo son presentados en la Sec-

ción 6.2. La Sección 6.3 presenta una breve introducción a los algorit-

mos evolutivos. Los algoritmos evolutivos multi-objetivo son presen-

tados en la Sección 6.4. La Sección 6.5 presenta las medidas de calidad

1http://emoo.cs.cinvestav.mx/
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más comúnmente usadas para comparar el desempeño de nuevas prop-

uestas. La Sección 6.6 presenta una revisión parcial de las contribu-

ciones realizadas al área por los grupos de investigación en México.

Los retos y perspectivas de investigación en el área se presentan en

la Sección 6.7. Finalmente, la Sección 6.8 sugiere literatura adicional

relevante y se menciona de manera sucinta las plataformas de pro-

gramación disponibles tanto para implementar algoritmos evolutivos

multi-objetivo como para el cálculo de criterios de calidad.

6.2 Conceptos Básicos

Sin pérdida de generalidad, un problema de optimización multi-objetivo

se define de la siguiente manera:

Minimizar f(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)]T

sujeto a:

Restricciones de desigualdad:

gi(x) ≥ 0 i = 1, 2, . . . , k (6.1)

de igualdad:

hi(x) = 0 i = 1, 2, . . . , p (6.2)
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Donde x = [x1, x2, ..., xn]T es un vector cuyos componentes son las

variables de decisión o variables de diseño. Las expresiones (6.1) y

(6.2) se denominan restricciones y son parte inherente del problema,

pueden ser restricciones físicas, de tiempo, de presupuesto, de energía,

o de cualquier otro tipo. Al conjunto de las x que satisfacen estas

restricciones se las denomina soluciones factibles y ellas definen la

región factible del problema. Las m funciones fi son los objetivos a

minimizar de manera simultánea.

Para entender los conceptos de optimalidad en el contexto de varios

objetivos es necesario primero entender cómo comparar dos soluciones

bajo este paradigma.

Para dos vectores solución cualesquiera a y b existen cuatro posi-

bles relaciones entre ellos (para ejemplificar y sin pérdida de generali-

dad supondremos minimización para cada una de las funciones obje-

tivo fi(·)):

1. La solución a domina a la solución b (a ≺ b), si cada compo-

nente de f(a) es igual o mejor al componente correspondiente

de f(b), fi(a) ≤ fi(b)∀i = 1, 2, . . . ,m; y fi(a) 6= fi(b) para al

menos un i.

2. La solución a es dominada por la solución b (a � b). Para

cada componente de f(a) los componentes de f(b) son iguales o

mejores, fi(a) ≥ fi(b)∀i = 1, 2, . . . ,m; y fi(a) 6= fi(b) para al

menos un i.
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3. La solución a es igual a la solución b (a = b). En cada uno de

los componentes de f(a), los componentes correspondientes de

f(b) son los mismos, fi(a) = fi(b)∀i = 1, 2, . . . ,m.

4. La solución a es no comparable con la solución b (a �≺ b). Este

caso ocurre cuando ninguno de los tres primeros casos sucede.

En este caso se dice que ambas soluciones son igual de buenas

(o igual de malas).

La solución a un problema de optimización multi-objetivo es en-

tonces el conjunto de soluciones no dominadas del conjunto de todas

las soluciones factibles del problema. Este se denomina también con-

junto de soluciones no-inferiores [434] o decisiones Pareto óptimas

[356].

Definición 1 Para un problema de optimización multi-objetivo, el

conjunto óptimo de Pareto (P) se define como

P := {x ∈ D|@y ∈ D f(y) ≺ f(x)}

D es el conjunto de soluciones que cumplen con (6.1) y (6.2), v.g., el

conjunto de soluciones factibles.

Definición 2 Para un problema de optimización multi-objetivo y un

conjunto óptimo de Pareto P, el frente Pareto se define como:

PF :=
{
u = f(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)]T |x ∈ P

}
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Donde en la formulación del problema multi-objetivo anterior mini-

mizar f(x) sujeto a (6.1) y (6.2) significa encontrar el conjunto óptimo

de Pareto.

Es importante notar que las variables de decisión y las funciones

objetivo definen dos espacios a considerar:

1. El espacio de las variables de decisión x (decision space), el cual

es de dimensión n. Cada punto en este espacio corresponde a un

vector x.

2. El espacio de criterios f(x) (criteria space), el cual es de dimen-

sión m. Cada punto es la correspondiente imagen, a través de

f(·), de una solución x al problema.

Por lo tanto, la diferencia entre el conjunto óptimo de Pareto y el

frente Pareto es que el primero se encuentra en el espacio de decisión y

el frente Pareto se encuentra en el espacio de criterios. Esto hace a los

problemas multi-objetivo inherentemente diferentes a los problemas

de un solo objetivo.

En resumen, al enfrentarse a un problema multi-objetivo, lo que

se quiere obtener es el conjunto de soluciones que se mapean al frente

Pareto. Si se está resolviendo un problema multi-objetivo con fun-

ciones continuas, lo que se quiere encontrar es una gama de puntos que

cubran (discretamente) lo más posible del frente (continuo) Pareto.

Definición 3 El Punto Ideal o Vector Ideal es el punto z∗ que está

compuesto por los mejores valores objetivo que se pueden obtener. Esto

es, z∗j = min{fj(x)|x ∈ A}, A es el conjunto (sin restricciones) de
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todos los posibles valores de x, j = 1, 2, . . . ,m, donde m > 1 es el

número de funciones objetivo.

Basándonos en la Definición 3 se puede presentar el concepto de

funciones objetivo en conflicto.

Definición 4 Dos funciones objetivo están en conflicto si la distancia

Euclidiana desde el punto ideal al Frente Pareto es diferente de cero.

Definición 5 Tres o más funciones objetivo están en conflicto si es-

tán en conflicto por pares.

El hecho de que las funciones objetivo estén en conflicto hace que se

tengan varias soluciones para el mismo problema multi-objetivo. Es

decir, mientras un problema mono-objetivo se resuelve encontrando

el mejor valor (que no implica una única solución) para una función

dada; un problema multi-objetivo se resuelve encontrando un conjunto

de vectores que no pueden ser comparados entre sí.

Es importante tener en cuenta que si las funciones fi son convexas,

las gi son cóncavas y las hi lineales, entonces el problema anterior es

un problema de optimización convexa para los cuales se cuentan con

algoritmos eficientes para resolverlos de manera exacta. Para detalles

ver el trabajo de Boyd y Vandenberghe [51].

Existe una vasta literatura sobre optimización multi-objetivo. Para

el caso continuo tenemos los enfoques clásicos de Steuer [434] y Mi-

ettinen [300]. Para problemas combinatorios tenemos los trabajos de

Ehrgott [131] y Pardalos [356]. Los enfoques evolutivos empezaron a

ser más frecuentes después de las monografías de Deb [112] y Coello

[90].
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6.3 Algoritmos evolutivos

La optimización evolutiva toma su nombre precisamente de emplear al-

goritmos evolutivos como técnica fundamental de optimización. Estos

algoritmos constituyen un subárbol muy importante de la familia de

enfoques estocásticos de optimización. Decimos subárbol porque éste,

a su vez, pertenece a la rama del cómputo natural (o bio-inspirado)

y se divide en otras como algoritmos genéticos, estrategias evolutivas,

programación evolutiva, entre muchas otras2. Estas técnicas están

inspiradas en los principios de la evolución neodarwinista (en su ma-

yoría; también hay trabajos que se basan en algún tipo de evolución

lamarckista).

La analogía es simple: se codifica un vector de decisión x (el

fenotipo) en una representación abstracta (genotipo), al que se de-

nomina individuo, y su imagen f(x) en el espacio de criterios captura

su aptitud. Entonces, de una población de individuos, aquellos in-

dividuos más aptos serán los que tengan una mayor probabilidad de

tener descendencia y preservar sus genes en la siguiente generación.

Los algoritmos evolutivos fueron originalmente pensados sin una con-

sideración explícita para manejar múltiples funciones objetivo. No

obstante, y sin modificar la esencia de la analogía, muchos de éstos

han sido hábilmente adaptados para solucionar problemas de opti-

mización multi-objetivo.

La aptitud suele reflejar qué tan bueno es un individuo con respecto

a la función objetivo que estamos optimizando. Cuando hablamos

2Cabe aclarar que el uso de los algoritmos evolutivos, o del cómputo natural,
no es exclusivo de los problemas de optimización aunque sí es de lo más popular.
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de optimización mono-objetivo, la aptitud se acostumbra medir reci-

clando el valor de su función objetivo y es trivial decidir qué individuo

es más apto que otro. Sin embargo, esto cambia drásticamente cuando

contemplamos múltiples objetivos. Por ejemplo, suponiendo que esta-

mos minimizando dos objetivos f1(·) y f2(·), dados un par de indivi-

duos x y x′ mutuamente no dominados, con valores f1(x) < f1(x′) y

f2(x′) < f2(x), ¿cuál de los dos es el más apto? Claramente, el indi-

viduo x es más apto que el individuo x′ con respecto a f1(·); mientras

que el caso inverso ocurre con respecto a f2(·). Recordemos que la

solución de un problema de optimización multi-objetivo equivale a en-

contrar el conjunto óptimo de Pareto P el cual se transforma, a través

de las funciones objetivo, a un frente de Pareto PF. De manera que

el modelo de aptitud que se adopte debe propiciar, o al menos no

entorpecer, la búsqueda de este conjunto.

El esquema general de un algoritmo evolutivo (ver Algoritmo 15) se

compone de cinco módulos: Inicializar-población, Evaluación-

de-aptitud, Selección, Variación, y Reemplazo. Los por-

menores de cada módulo son inherentes al tipo de técnica evolutiva que

se desee implementar. No obstante, de manera general, cumplen con

la siguiente descripción de funcionamiento. Inicializar-población

genera, de manera (semi-)aleatoria, la población que será sujeta al pro-

ceso de evolución. Evaluación-de-aptitud es la rutina que calcula

y asigna el valor de aptitud a cada individuo del conjunto evaluado.

Selección es la rutina encargada de extraer un subconjunto de indi-

viduos (padres) de la población que serán sometidos a los operadores

de variación. Variación es la rutina que lleva a cabo las operaciones
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de recombinación y/o mutación, del subconjunto de la población selec-

cionada, que da como resultado la descendencia. Finalmente, Reem-

plazo es la rutina que se encarga de preservar aquellos individuos

más aptos, ya sea de la población más la descendencia, o sólo de la

descendencia.

Algoritmo 15 Algoritmo Evolutivo genérico
1: P0 ← Inicializar-población(N)
2: Evaluación-de-aptitud(P0)
3: t← 0
4: mientras no Criterio de Paro(P) hacer
5: St ← Selección(Pt)
6: P ′t ← Variación(St)
7: Evaluación-de-aptitud(P ′t)
8: Pt+1 ← Reemplazo(Pt, P

′
t)

9: t← t+ 1
10: fin mientras

Una observación importante: aunque los algoritmos evolutivos se

clasifican como métodos estocásticos esto no implica que estén ha-

ciendo una búsqueda aleatoria. Otra forma de decir esto es que el éxi-

to de aproximar el frente Pareto, en el caso multiobjetivo, no se debe

atribuir meramente a la casualidad. Como ya hemos visto, estos algo-

ritmos implementan mecanismos de selección para la recombinación y

la preservación de soluciones basadas en su calidad.
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6.4 Técnicas de optimización evolutiva multi-

objetivo

A más de treinta años de la primer propuesta [403], existe una larga

lista de técnicas evolutivas para la optimización multiobjetivo. La

comunidad científica que trabaja en esta área coincide en que hemos

sido testigos de al menos dos generaciones de estas técnicas y que

estamos a la espera de una tercera.

El problema de aproximar el frente Pareto es en esencia multi-

objetivo. Se desea, por un lado, minimizar la distancia generacional

de una población mientras que, por otro lado, se desea maximizar la

diversidad de ésta sobre el frente aproximado. La metodología con la

que se persigue este frente, en el marco del esquema presentado en

la sección anterior, da origen a las diferentes técnicas evolutivas de

optimización multi-objetivo.

A continuación, a manera de antología, revisaremos brevemente

algunas de las técnicas evolutivas de segunda generación (mayormente)

más utilizadas para la optimización multi-objetivo.

6.4.1 Funciones de agregación

Esta metodología aunque no es de segunda generación, sí es una de

las más sencillas y directas de entender e implementar. Consiste

en combinar el valor de los múltiples objetivos en un solo valor es-

calar. De esta manera, el problema se devuelve al dominio mono-

objetivo, lo que facilita su implementación en un algoritmo evolutivo

genérico. Una función de agregación s se define como una función
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s : Rk → R en la que se corresponde un vector f(x) ∈ Rk a un valor

real s(f(x)) ∈ R. Para ello, se requiere adicionalmente un vector de

pesos λ = [λ1, λ2, · · · , λm]T con un peso por cada objetivo (suponiendo

que estamos optimizando m objetivos). Entre las implementaciones

más populares están la suma ponderada [179, 505] y la de Tchebycheff

[49]; otras técnicas de este enfoque pueden encontrarse en el libro de

Miettinen [300]. Un ejemplo de la suma ponderada luce como

s(f(x)) =
m∑
i=1

λifi(x),

donde λi ≥ 0 es el coeficiente que determina el peso que se otorga al

i-ésimo objetivo. Por lo general también se establece que
∑

i λi = 1.

Es importante señalar que las soluciones resultantes dependen de los

valores que componen al vector λ, pudiendo variar drásticamante al

variar los valores del vector. Adicionalmente, para encontrar un frente

distribuido es necesario hacer varias corridas con variaciones al vector

de pesos.

6.4.2 NSGA-II

El NSGA-II fue propuesto por Deb y colaboradores a principios de

siglo [114, 118]. Como su nombre sugiere, este método es la segunda

propuesta de la estirpe NSGA (Non-dominated Sorting Genetic Al-

gorithm); que hasta ahora ha sido, por mucho, la más popular de

tres [432, 118, 117]. Es un método basado en dominancia (Pareto) en

donde la población se particiona en un número variable k de subcon-
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juntos, llamados frentes, de individuos no-dominados entre sí3. Los k

frentes son categorizados y ordenados como F1, F2, · · · , Fk de manera

que para todo individuo x ∈ Fi, no existe otro individuo x′ en algún

frente con índice mayor que domine a x, es decir, @x′ ∈ Fi+j|x′ ≺ x

para j = 1, 2, · · · , k − i. Una vez particionada la población en frentes

no-dominados, contamos con una medida de aptitud para comparar

individuos conocida como profundidad de dominación. La profundi-

dad de dominación es un escalar que responde a qué frente pertenece

un individuo, donde a menor profundidad mayor aptitud (ver figura

6.1). Además, proponen un método, al que llaman distancia de amon-

tonamiento, para discernir entre individuos de un mismo frente no-

dominado con el objetivo de maximizar la diversidad sobre el frente.

Esta distancia pretende capturar, por frente, qué tan distante está un

individuo con respecto a sus vecinos más próximos en cada objetivo.

Un individuo con una mayor distancia de amontonamiento implica un

mayor aislamiento en su frente. El criterio de comparación de indivi-

duos se hace de manera binaria y en dos niveles; primero se compara

por profundidad de dominancia, en caso de empate, se compara por

distancia de amontonamiento.

6.4.3 SPEA2

El SPEA2, propuesto por Zitzler y colaboradores [523], también es

una segunda generación de un método que refina los detalles de su

propuesta previa, el SPEA (Strenght Pareto Evolutionary Algorithm)

[524, 525]. También es un método basado en dominancia; con la car-

3Sugerido por David Goldberg.
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Figura 6.1: Profundidad de dominación. En rojo, el frente F1 de
menor profundidad. En amarillo, el frente F2 de profundidad media.
En azul, el frente F3 de mayor profundidad.

acterística de que implementa y mantiene un conjunto externo de

individuos no-dominados, denominado archivo At, en paralelo con

la población regular Pt. A cada individuo de la población y del

archivo se le asigna un valor llamado fuerza (strength) definido como

S(i) = |{j ∈ Pt ∪ At|i ≺ j}|, es decir, el conteo de dominancia de i.

A partir de los valores de fuerza, se calcula el valor bruto de aptitud

(raw fitness) definido como R(i) =
∑

j∈Pt∪At|j≺i S(j). Así, los indivi-

duos i con valor bruto de aptitud R(i) = 0 son aquellos no-dominados,

mientras que aquellos con los valores R(i) más altos son los que están

dominados por varios individuos también dominados (ver figura 6.2).

Adicionalmente, como medida de densidad, por cada individuo i, se

calcula una razón de la distancia σki a su k-ésimo vecino más cercano

en el espacio de criterios, esto es, D(i) = 1
σki +2

. Finalmente, la aptitud

de un individuo i está definida como F (i) = R(i) + D(i), donde su
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parte entera describe dominancia (sobre éste) y su parte fraccionaria

describe su aislamiento.

Figura 6.2: Valor bruto de aptitud. En azul, el frente no dominado;
en rojo, la imagen de las soluciones dominadas. Todos los elementos
del conjunto no dominado tienen un valor bruto de aptitud de cero.
Aquellas soluciones dominadas tienen un valor bruto de aptitud igual
a la suma del conteo de dominancia de quienes las dominan.

En cada iteración, un nuevo archivo At+1 admite un número fijo N

de individuos no-dominados del conjunto unión de la población ante-

rior y el archivo anterior (Pt ∪At). El caso interesante ocurre cuando

hay más de N individuos no-dominados y es necesario truncar. Este

truncamiento se hace con base en la aptitud (F (·)) de los individuos,

asegurándonos de conservar siempre a los individuos en los extremos

de los frentes.

6.4.4 MOEA/D

El MOEA/D (Multi-Objective Evolutionary Algorithm based on De-

composition), propuesto por Zhang y Li [512], es un método basado
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en descomposición en el que, explícitamente, se descompone un prob-

lema multi-objetivo en N subproblemas mono-objetivo que son op-

timizados simultáneamente en una sola ejecución. La descomposi-

ción se realiza mediante N funciones de agregación si(·) diferenciadas

por su vector de pesos correspondiente λi, con i = 1, 2, · · · , N (ver

Subsección 6.4.1). De manera que cada subproblema i optimiza su

propia función de agregación si(·) como función objetivo. La población

Pt = {x1, x2, · · · , xN} se compone de N soluciones, siendo xi la mejor

solución encontrada al momento t para si(xi). La idea detrás de este

método es que la diversidad inherente de cada subproblema promueva

la diversidad en la población. Dado que cada vector de peso opti-

miza un subproblema, la variación suele ser otro aspecto clave de este

método. Para esto, se calcula el vecindario de cada individuo xi,

definido como B(i) = {i1, i2, · · · , iT} tal que {λi1 , λi2 , · · · , λiT } son

los T vectores más cercanos a λi. Por cada individuo xi, se seleccio-

nan aleatoriamente dos índices k, ` ∈ B(i) para producir un nuevo

individuo y a partir de xk y x`. Luego se actualizan las soluciones

del vecindario. Por cada vecino k ∈ B(i), si sk(y) ≤ sk(x
k), entonces

xk = y. Además de lo anterior, el MOEA/D también implementa un

archivo At como población externa que se actualiza al final de cada

iteración t y es la manera en la que interactúan los subproblemas

traslapantes. De manera que si f(y) ≺ f(z) ∈ At, entonces se retira z

del archivo. Finalmente, si @z ∈ At|f(z) ≺ f(y), entonces se agrega y

al archivo At.
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6.4.5 SMS-EMOA

El SMS-EMOA (S metric selection evolutionary multiobjective opti-

misation algorithm), propuesto por Beume y colaboradores [43], es

una metodología basada en indicadores. Este tipo de metodologías

conciben el problema de optimización multi-objetivo en términos de

algún indicador que mide la calidad del frente resultante (se describen

algunos de estos indicadores en la Sección 6.5). Particularmente, el

SMS-EMOA emplea un indicador conocido como hipervolumen que,

dado un punto de referencia, captura el tamaño de la región de domi-

nancia de un frente (ver figura 6.3). La idea es entonces encontrar una

población P que maximice el hipervolumen HV(P ). El SMS-EMOA,

al igual que como se hace en el NSGA-II, particiona su población en

frentes no-dominados ordenados F1, F2, · · · , Fk. Durante el reemplazo,

se descarta un individuo de aquel frente no-dominado con el índice

más grande; particularmente, se descarta el arg mini∈Fk(HV(Fk) −
HV(Fk\{i})). Es por esto último que, como invariante de este método,

el valor del hipervolumen no empeora con cada nueva generación t+1,

es decir, HV(Pt) ≤ HV(Pt+1). Otra técnicas basadas en este indicador

son el MO-CMA-ES [217] y el HypE [34].

6.4.6 Observaciones

Es importante mencionar que estos métodos se conocen como técnicas

a posteriori 4, donde el proceso de toma de decisión ocurre al finalizar

la ejecución luego de obtener los resultados. Es por ello fundamental

4Existen otras dos clasificaciones de técnicas que no revisaremos en este capí-
tulo, éstas son las técnicas a priori y las técnicas progresivas.
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Figura 6.3: Hipervolumen, en este caso de dos dimensiones, el área
del polígono delimitado por el perímetro punteado. En azul, el frente
no dominado; en rojo, la imagen de las soluciones dominadas. En
morado, el punto de referencia.

que el conjunto Pareto de soluciones encontradas estén lo más disper-

sas como sea posible sobre el frente.

Otro aspecto importante es que estas técnicas fallan, en general, en

conseguir un buen cubrimiento del frente Pareto, cuando se trata de

optimizar más de tres objetivos simultáneamente [231, 216]. Incluso

se ha reportado que algunas técnicas de segunda generación tienen un

desempeño comparable con el de una búsqueda aleatoria en dimen-

siones tan bajas como diez objetivos [233]. Esto no es coincidencia, se

ha reconocido un paradigma anidado en el paradigma multi-objetivo

conocido como muchos-objetivos (many-objective) [479]. Para ello

se han propuesto técnicas especializadas en este paradigma, como el

NSGA-III [117]. Se habla más sobre la perspectiva de esta área en la

Sección 6.7.
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Las técnicas descritas en esta sección, con excepción de las fun-

ciones de agregación, además de ser muy utilizadas para la opti-

mización de problemas multi-objetivo, son comúnmente empleadas

para comparar su desempeño ante los nuevos métodos propuestos.

No obstante, no hemos mencionado cómo hacer comparaciones cuan-

titativas de calidad o desempeño entre métodos.

Cuando se cuenta con dos o más métodos distintos para resolver un

problema multi-objetivo, es importante saber cuál produce los mejores

resultados. Esto no es tan fácil como en el caso mono-objetivo, en el

que cada método produce una solución única y el mejor método es

el que produce la solución menor o mayor según corresponda (mini-

mizar o maximizar). En el caso multi-objetivo, la comparación debe

realizarse entre conjuntos de soluciones. Con el objetivo de poder

comparar estos conjuntos se han propuesto varios criterios, los cuales

se explican en la siguiente sección.

6.5 Criterios para la evaluación de calidad

de conjuntos no-dominados

El término métrica empleado en [232] y en [471] no cumple todas las

propiedades requeridas por una definición formal de dicho concepto

como se establece en análisis funcional [170]. Por esta razón las lla-

maremos de aquí en adelante criterios de calidad. Los criterios que

se utilizan son un mapeo que toma como argumento un conjunto de

soluciones no dominadas y le asigna un número real. Además, estos
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criterios están pensados para evaluar distintos aspectos de los conjun-

tos de soluciones:

1. Cercanía al frente Pareto. Evalúa qué tan alejadas del frente

Pareto están las soluciones obtenidas. Los criterios que caen en

esta categoría son: Razón de Error, Distancia Generacional, Dis-

tancia Generacional Invertida y Error Máximo del Frente Pareto.

2. Distribución. Evalúa qué tanto del frente Pareto está siendo

cubierto por las soluciones obtenidas. El hipervolumen es un

ejemplo de esto.

3. Dispersión. Indica qué tan equidistantes sobre el frente Pareto

están las soluciones obtenidas. Por ejemplo, el criterio espaciado

(spacing). Este criterio está pensado para frentes continuos.

Desafortunadamente, no se conoce un criterio único que evalúe los

tres aspectos a la vez. Por el contrario, es un problema multi-objetivo

decidir qué conjunto de soluciones es el mejor debido a que puede haber

dos o más conjuntos mejores dependiendo del criterio seleccionado.

Antes de presentar los diferentes criterios, se introducen primero

algunas definiciones [202].

Si se tienen dos conjuntos A y B, ND(A) ={Conjunto de solu-

ciones No-Dominadas de A} se define:

Definición 6 Superioridad débil.

AOWB ⇔ ND(A
⋃

B) = A y A 6= B. A supera débilmente a B si

todos los puntos de B son ‘cubiertos’ por los puntos de A (‘cubiertos’

significa domina o es igual) y hay al menos un punto en A que no

está en B. Esto se ilustra en la figura 6.4 (Izquierda).
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Definición 7 Superioridad fuerte.

AOSB ⇔ ND(A
⋃

B) = A y B\ND(A
⋃
B) 6= ∅. A supera fuerte-

mente a B si todos los puntos en B son cubiertos por los puntos de

A y algún punto en B es dominado por un punto en A. La figura 6.4

(Centro) muestra un ejemplo.

Definición 8 Superioridad completa.

AOCB⇔ ND(A
⋃

B) = A y B
⋂
ND(A

⋃
B) = ∅. A supera com-

pletamente a B si cada punto en B es dominado por un punto en A.

La figura 6.4 (Derecha) ilustra esta definición.

Como se ve de las definiciones 6, 7 y 8: AOCB ⇒ AOSB ⇒
AOWB. Esto es, superioridad completa es la más estricta de las rela-

ciones y superioridad débil es la menos estricta.

En [202] se proponen los siguientes tipos de compatibilidad:

Definición 9 Compatibilidad débil.

Una relación de comparación ≤R es débilmente compatible con una

medida de desempeño R si para cada par de conjuntos no-dominados

A,B con A ≤R B, R evaluará que A no es mejor que B.

Definición 10 Compatibilidad.

Una relación de comparación ≤R es compatible con una medida de

desempeño R si para cada par de conjuntos no-dominados A y B,

tales que A ≤R B, R evaluará que A es mejor que B.

Las definiciones anteriores nos sirven para saber qué características

tiene un criterio R en particular. Si, por ejemplo, el criterio R es

compatible con OW significa que al tener dos conjuntos (A y B) cuyas
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Figura 6.4: Relaciones de superioridad. Izquierda: Superioridad débil
(AOWB). Centro: Superioridad fuerte (AOSB). Derecha: Superiori-
dad completa (AOCB).

soluciones se ven como en la figura 6.4 (Izquierda), R va a evaluar

correctamente que A es el mejor conjunto. Si por el contrario, R no

es compatible con OW entonces evaluará que el mejor conjunto es B.

Los criterios de calidad se clasifican en unarios y binarios, según

cuántos conjuntos no domidados toman como entrada. Los unarios

mapean un conjunto no dominado a un valor real, y la comparación

entre conjuntos no dominados se realiza mediante la comparación di-

recta de estos valores reales. Los criterios binarios son aquellos que

comparan dos conjuntos no dominados y producen un valor real, el

valor de ese número informa sobre el resultado de la comparación.

6.5.1 Criterios unarios

Para todos los criterios siguientes, sea A el conjunto soluciones no

dominadas. Todos los criterios se aplican sobre este conjunto.
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6.5.1.1 Hipervolumen (HV)

El HV propuesto originalmente por Zitzler y Thiele [525] calcula el

hipervolumen de la región multidimensional encerrada por A y un

punto de referencia r = (r1, · · · , rm) ∈ Rm. Éste se calcula de la

siguiente manera [60]:

HV (A, r) = λ(
⋃
a∈A

[f1(a), r1]× · · · × [fm(a), rm]), (6.3)

donde λ(S) es la medida de Lebesgue del conjunto S. Este criterio está

diseñado para evaluar la distribución del frente no-dominado. Mien-

tras mayor sea el valor que el conjunto obtiene en este criterio, mejor

es el conjunto (en cuanto a distribución). Este criterio es compatible

con OW siempre y cuando el punto de referencia se escoja de forma

que cualquier punto no-dominado válido sea evaluado positivo. Una

desventaja de este indicador es la selección del punto de referencia

[521], una inadecuada selección de esta referencia puede dar lugar a

evaluaciones erróneas. Debido al alto costo computacional de calcular

este criterio, varios algoritmos han sido propuestos para hacer el cál-

culo cada vez más eficiente. Ejemplos de estos son las propuestas de

Lacour et al. [245] y Jaszkiewicz [225].

6.5.1.2 Razón de Error (Error Ratio - ER)

Está definido en [463] como
∑n

i=1 ai/n donde n es el número de vec-

tores en el conjunto de soluciones A; ai = 0 si el vector i está en PF

y 1 de otra forma. Este criterio se enfoca en el aspecto de cercanía

al frente Pareto. Un valor de 0 significa que todos los puntos están
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en el frente Pareto real. Es débilmente compatible con OC y no es

débilmente compatible con OS u OC . Este criterio es fácil de entender

y de calcular, aunque se necesita conocimiento del PF.

6.5.1.3 Distancia Generacional (Generational Distance - GD)

Descrito en [463] está dado por GD =
√∑n

i=1 d
2
i /n, donde n es el

número de vectores en el conjunto de soluciones A, y di es la distancia

en el espacio de criterios entre el vector i y el miembro más cercano de

PF. Esta es otra forma eficiente de medir la cercanía al frente Pareto.

Si el conjunto tiene todos sus puntos en el frente Pareto, obtendrá un

valor de 0 en este criterio. No es débilmente compatible con OW , pero

es compatible con OS; sin embargo, viola la monotonía débil (que exige

que al agregar una solución no dominada, el criterio no empeore). Al

verificar la cercanía al frente real se requiere conocimiento de PF.

6.5.1.4 Distancia Generacional Invertida (Inverted Genera-

tional Distance - IGD)

Dada una muestra P∗ del frente Pareto PF y un frente no dominado

A generado por un algoritmo, la distancia generacional invertida se

define como:

IGD(P∗,A) =
∑
v∈P ∗

d(v,A)/|P∗|, (6.4)

donde d(v,A) es la distancia euclidiana de la solución v a la solución

más cercana en A. En un trabajo reciente [218], Ishibuchi y colabo-

radores mostraron que, al igual como ocurre con el punto de referencia
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para el cálculo del hipervolumen, esta medida puede introducir sesgos

no deseados en función de la selección de la muestra P∗ del PF.

6.5.1.5 Error Máximo del Frente Pareto (Maximum Pareto

Front Error - MPFE)

De acuerdo a [463] el criterio MPFE se define como:

MPFE = max
j

(min
i

(
∣∣f i1(x)− f j1 (x∗)

∣∣p +
∣∣f i2(x)− f j2 (x∗)

∣∣p))1/p (6.5)

donde x∗ ∈ P y además i = 1, . . . , n1 y j = 1, . . . , n2 son los índices

de los vectores en A y en PF, respectivamente. MPFE mide la mayor

distancia entre cualquier vector en A y su vector correspondiente más

cercano en PF. Este criterio también mide la cercanía al frente Pareto.

Los conjuntos que obtienen menores valores son mejores, ya que un

valor de 0 en este criterio significa que todos los puntos están en el

frente Pareto. No es débilmente compatible con cualquier relación de

superioridad y viola la monotonía débil. Una ventaja de este criterio

es que es fácil de calcular. Aunque una desventaja es que también

requiere conocimiento del PF.

6.5.1.6 Espaciamiento de Schott (Schott’s Spacing metric -

SS)

Este criterio se define como [404]:

SS =

√
1

n− 1

∑
i+1

n(d̄− di)2 (6.6)
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donde di = min
j

(|ai1− a
j
1|+ |ai2− a

j
2|+ . . .+ |aim− ajm|). i, j = 1, . . . , n.

d̄ es la media de todas las di y n = |A|. SS intenta medir qué tan

uniformemente distribuidos están los puntos, por lo que un valor de

0 indica que todos los puntos son equidistantes. El criterio no es

débilmente compatible con OW y tiene un bajo costo computacional.

Este criterio implícitamente supone que el Frente Pareto del problema

analizado está uniformemente distribuido.

6.5.2 Criterios binarios

6.5.2.1 La cobertura de conjunto C (The C metric) [234]

Sean A,B dos conjuntos de vectores no-dominados. C mapea el par

ordenado (A,B) al intervalo [0,1]:

C(A,B) =
|{b ∈ B|∃a ∈ A : a � b}|

|B|
(6.7)

El valor C(A,B) = 1 significa que todos los vectores de B son

dominados por A. Lo opuesto, C(A,B) = 0, significa que ninguno de

los puntos de B es dominado por A. Pero C(A,B) no es necesaria-

mente 1−C(B,A); esto se puede apreciar en la figura 6.5. Este es un

criterio que intenta explicar cuál es la relación entre el conjunto A y el

conjunto B. En general C no es compatible con OW . Sin embargo, sí

es compatible con OS y con OC . Si hay dos conjuntos en los cuales no

se cumple que C(A,B) = 1 y tampoco C(B,A) = 1 entonces indica

que los dos conjuntos son incomparables en términos de la relación de

superioridad débil. Este criterio tiene la ventaja de ser independiente

de la escala y además no requiere conocer el PF.
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Figura 6.5: Ejemplo de un caso en que C(A,B) 6= 1 − C(B,A).
C(A,B) = 2/3. C(B,A) = 1/4

6.5.2.2 Criterio Iε(A,B) (Epsilon indicator)

Este criterio se define como [521]:

Iε(A,B) = inf
ε∈R
{∀b ∈ B|∃a ∈ A : a �ε b} (6.8)

Este indicador se base en la dominancia epsilon la cual se define

como [521]:

b �ε a⇐⇒ ∀i ∈ 1..n : fi(b) ≤ εfi(a) (6.9)

Esto considereando minimización y que todos los puntos son posi-

tivos en todos los objetivos.

6.5.2.3 Criterio R1 (R1 metric)

Definido en [202] como:

R1(A,B,U, p) =

∫
u∈U

C(A,B, u)p(u)du
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C(A,B, u) =


1 u∗(A) > u∗(B)

1/2 u∗(A) = u∗(B)

0 u∗(A) < u∗(B)

donde A y B son dos conjuntos de soluciones, U es un conjunto de

funciones de utilidad que asignan a cada punto en el espacio de criterios

una medida de utilidad, p(u) es la función de densidad de probabilidad

de la utilidad u ∈ U, y u∗(A) = maxz∈A{u(z)} y lo mismo para

B. Este criterio introduce cierto conjunto de funciones de utilidad,

tratando de “adivinar” las preferencias de quien toma las decisiones.

Estas preferencias dependen tanto del problema como de la forma de

la solución y las estudia el que toma las decisiones (decision maker

o DM es como suele llamársele, dentro del área de Investigación de

Operaciones). Lo que R1 hace es calcular la probabilidad de que A

sea mejor que B sobre este conjunto de funciones de utilidad. Sin

embargo, la funcionalidad de este criterio depende de la selección del

conjunto de funciones de utilidad, las cuales se pueden escoger sin

conocer PF. En cuanto a la compatibilidad con las relaciones de

superioridad si U(A > B) = {u ∈ U|u∗(A) > u∗(B)} y si p(u) es tal

que la probabilidad de seleccionar una función de utilidad u ∈ U(A >

B) es positiva siempre que U(A > B) 6= ∅ entonces R1 es compatible

con OW .

Es importante resaltar que los criterios unarios más aceptados son

el HV y las GD y IGD, mientras que los binarios más usados son

Iε(A,B) y C(A,B). Estos dos últimos son usados cuando se requiere

comparar conjuntos no dominados para problemas donde no se conoce

el PF, en estos casos el HV también es frecuentemente usado.
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6.6 Optimización evolutiva multi-objetivo

en México

En México, existe una comunidad científica muy activa que ha en-

contrado su nicho en la optimización evolutiva multi-objetivo. Esta

comunidad creció y maduró, de la mano de un puñado de investi-

gadores, hasta consolidar grupos de trabajo reconocidos dentro y fuera

del país. Los grupos que más se destacan se encuentran en insti-

tuciones académicas tales como el CINVESTAV-IPN, CINVESTAV-

Tamaulipas, CICESE, CIMAT, UAM-Cuajimalpa, UAM-Azcapotzalco,

y CIIA-UV.

Sin duda, un gran porcentaje de las contribuciones en el área de

multi-objetivo en México se deben al grupo de Carlos Coello y co-

laboradores, en CINVESTAV-IPN5. Contribuciones importantes en el

manejo de restricciones [85, 86, 205], extensiones de algoritmos mono-

objetivo a versiones multi-objetivo [89, 96, 92], resolución de proble-

mas en distintas disciplinas [88], solo por citar una muestra. Una

descripción detallada de los aportes de Coello y quienes se formaron

bajo su tutela requeriría de un espacio no disponible en este capítulo.

De los trabajos realizados predominantemente en México, se enlis-

tan a continuación algunos de los más relevantes y más recientes en el

área; nos enfocamos en aplicaciones, métodos novedosos, indicadores

de calidad, multi-objetivización y optimización de muchos objetivos.

5Popularmente conocidos como el grupo de EVOCINV ; su página se encuentra
en: http://www.cs.cinvestav.mx/~EVOCINV.
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Aplicaciones: Entre éstas se encuentran la predicción de estructura

de proteínas [177, 178], optimización estructural [84], optimización de

forma [359], diseño aerodinámico (airfoil design) [273], enrutamiento

de vehículos [173, 174], generación de prototipos (prototype genera-

tion) [223], diseño de antenas [355], diseño de secuencias de ADN [78],

clasificación y diseño de péptidos [41, 40], enrutamiento de microflui-

dos en biochips digitales [229], formación de equipos [228] y respuesta

a preguntas fundamentales en bioquímica computacional [97].

Métodos novedosos: Algunas propuestas de métodos novedosos,

variaciones, e híbridos son: µGA [95, 94], un método de optimización

evolutiva multi-objetivo que usa tamaños de población muy pequeños

e implementa un mecanismo de reinicio; CAEP multi-objetivo [92],

la primer propuesta que adapta un algoritmo cultural para la opti-

mización multi-objetivo; MOPSO [96], la primer propuesta que adapta

el método PSO para la optimización multi-objetivo; IS-PAES [205],

una extensión del método PAES [235] para el manejo de problemas

con restricciones; MRMOGA [270, 271], un método paralelizable de

optimización evolutiva multi-objetivo basado en un enfoque de islas;

HCS para algoritmos evolutivos [249], una hibridación de un algoritmo

cultural con un procedimiento de búsqueda local para optimización

multi-objetivo; MOMBI [206], un método de optimización evolutiva

para muchos objetivos (many-objective) basado en el indicador R2; y

recientemente, ∆p-MOEA [292], un método basado en un indicador de

distancia de Hausdorff; IGD+-EMOA [285], un método basado en una

variante del indicador IGD; RDS-NSGA-II [207], es una hibridación
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entre un método de búsqueda local y una variante del método NSGA-

II que contempla puntos de referencia; LIBEA [507], un método de

optimización evolutiva multi-objetivo para problemas continuos con

restricciones de intervalo, basado en un indicador de Lebesgue.

Otros: Sobre propuestas de indicadores de calidad, multiobjetivización,

y optimización de muchos objetivos. Existen algunas propuestas de

indicadores como G-metric [264], un indicador de calidad n-ario, y

∆p [405], un indicador de calidad que mide la distancia Hausdorff

promedio entre el frente resultante y el frente Pareto. También, algu-

nas técnicas para el manejo de muchos objetivos como, la inclusión de

preferencias en la búsqueda [272], métodos de clasificación alternativos

(al de dominancia Pareto) como el indicador R2 [121], y métodos que

preservan diversidad como la evolución (semi-)independiente de sub-

poblaciones [176]. Además de, un par de revisiones de literatura en el

tema de multi-objetivización [409] con y sin restricciones [410].

6.7 Retos y perspectivas de investigación

A pesar del éxito alcanzado por la optimización evolutiva multi-objetivo

durante sus más de tres décadas y de haber alcanzado un importante

grado de madurez, esta área se encuentra lejos de estar cerrada. E-

xisten numerosos retos importantes, algunos de éstos acompañan al

área desde sus orígenes, siendo heredados desde su fuente, el cóm-

puto evolutivo. A continuación enlistamos los retos que los autores

consideramos más relevantes:
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1. El desarrollo de suficientes bases teóricas que acompañen a la

evidencia empírica. Una de las críticas más fuertes provenientes

de otras áreas de optimización es justamente la falta de teoría

sólida que justifique un diseño de experimento, o que ayude a

explicar los resultados más allá de un análisis a posteriori.

2. El establecimiento de un puente entre las técnicas de optimización

evolutiva multi-objetivo (como aquellas mencionadas anterior-

mente) y las preferencias del tomador de decisiones. Es común

que el tomador de decisiones tenga de antemano una idea de

qué tipo de soluciones pudiera preferir sobre otras. Aunque e-

xisten algunas propuestas (como los métodos interactivos), aún

hay un reto muy grande en cómo incorporar eficazmente estas

preferencias tempranas del usuario dentro de los métodos de op-

timización evolutiva multi-objetivo.

3. El diseño de criterios para la evaluación de calidad de los conjun-

tos no-dominados. Anteriormente se mencionó que a la fecha no

se conoce criterio alguno que pueda evaluar unificadamente los

aspectos de cercanía al frente Pareto, distribución, y dispersión,

siendo probablemente el hipervolumen la mejor aproximación;

lo que supone un problema al momento de comparar la calidad

y el desempeño de las propuestas nuevas y las ya existentes.

Queda claro que buscar un único criterio podría ser un esfuerzo

sin mucho sentido, sin embargo, encontrar un conjunto pequeño

de éstos podría ayudar a establecer un marco de comparación

más justo.
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4. A nivel de comunidad un reto asociado a la voluntad de los

investigadores, en especial a la de los editores de las revistas,

es tener mejores prácticas para hacer disponibles públicamente

y sin costo, las implementaciones de los algoritmos y los datos

empleados. El día que esto sea rutinario podremos considerar

que el área evolucionó hacia el siguiente nivel de madurez. Es

contra-intuitivo ver que en revistas de áreas de Ciencias de la

Vida relacionadas con el desarrollo de algoritmos sea mandatorio

hacer disponible programas y datos usados en la investigación

y que para revistas asociadas al área de cómputo evolutivo siga

siendo opcional.

Por otra parte, es amplia la avenida de líneas de investigación

que resultan prometedoras en optimización evolutiva multi-objetivo,

entre ellas podemos nombrar la optimización de muchos objetivos,

problemas con funciones objetivo costosas, problemas en aprendizaje

profundo y en biología computacional y la multiobjetivización. A con-

tinuación hacemos una breve descripción de cada una de estas áreas.

Many Objective. Un área floreciente de investigación dentro de

optimización evolutiva multi-objetivo es la denominada optimización

de muchos objetivos (many-objective, MaO) [479, 253, 257]. Esta in-

cluye problemas de optimización con cuatro o más objetivos en con-

flicto que deben ser optimizados de forma simultánea. El primer pro-

blema que surge en optimización MaO es el elevado porcentaje de

soluciones no dominadas que se obtienen desde las primeras genera-

ciones del proceso evolutivo. Esto dificulta definir una dirección hacia

dónde avanzar en la búsqueda. Para mitigar este problema, los algo-

210



ritmos para problemas MaO se han enfocado en desarrollar métodos

basados en: relaciones de preferencia, agregación, descomposición, o

basados en reducción de dimensionalidad del espacio de criterios. A la

fecha varios algoritmos han sido propuestos para abordar los nuevos

desafíos introducidos por los problemas MaO. Para un estudio com-

parativo de métodos recientes ver el trabajo de Li et al. [257]. Von

Lucken et al. [480] presentan una descripción sucinta de aspectos rel-

evantes donde se requieren de nuevos enfoques. Ellos destacan, entre

otros problemas la visualización, el proceso de la selección de sobre-

vivientes y el desarrollo de técnicas de reducción de dimensionalidad.

Mencionan también la necesidad de contar con mecanismos eficientes

de preservación de diversidad para mantener una muestra uniforme de

soluciones no dominadas.

Funciones objetivo y/o restricciones de alto costo. Los

métodos para abordar esta clase de problemas son denominados meta-

modelos o subrogados de la función objetivo, ya que se basan en el uso

de un modelo para estimar el valor de la función objetivo en una solu-

ción dada. Existen problemas para los cuales calcular la calidad de

un solución puede ser muy demandante, por ejemplo, calcular la res-

puesta de un diseño de una válvula para un cohete espacial puede

requerir de varias horas de simulación para una dinámica de fluidos

computacional. Simular por dinámica molecular el movimiento por

90 ns de una proteína de 350 amino ácidos puede llevar 24 horas de

tiempo de cómputo en una supercomputadora. Para estos casos pen-

sar en evaluar cada individuo es simplemente irrealizable y se debe

recurrir a modelos aproximados de la función de costo. El área inicia
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hace poco más de 15 años [227] y existen una gran cantidad de proble-

mas por resolver, entre ellos el desarrollo de meta-modelos efectivos

para el cálculo de problemas dinámicos. Algunos aspectos básicos de

optimización MO con métodos subrogados son presentados en [481].

Recientemente, Wang et al. [483] proponen un ensamble de métodos

subrogados para problemas de optimización, donde la elección del al-

goritmo a usar del ensamble se basa en datos históricos y un modelo

de aprendizaje de máquina. En un esquema denominado subrogado

multi-problemas, Min et al. [301] exploran lo que denominan trans-

ferencia de conocimiento. En su enfoque proponen un esquema para

utilizar información de optimización de problemas similares para pro-

ducir el subrogado de la función objetivo del problema a optimizar,

y el enfoque es aplicado a problemas multi-objetivo. Este trabajo es

un primer paso y queda mucho por explorar en esta dirección, desde

nuevos modelos de cómo transferir el conocimiento hasta el tipo de

información a utilizar. Las preguntas fundamentales del área son [21]:

i) qué meta-modelo usar, ii) qué aproximar y iii) cómo manejar las

aproximaciones.

Aprendizaje Profundo. Hay una considerable cantidad de tra-

bajo que explora la aplicación de técnicas de aprendizaje de máquina

para mejorar los algoritmos evolutivos [510], así también los hay apli-

cando técnicas de cómputo evolutivo para mejorar algoritmos de apren-

dizaje de máquina; en particular en aprendizaje por refuerzo [489],

selección de características [195, 40], clustering multi-objetivo [320],

entre otros. Para una revisión general del área ver el trabajo de Xue
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et al [496]. Se han aplicado también técnicas evolutivas tanto para

aprendizaje supervisado como no supervisado y minería de datos en

general [321, 322]. Un área que ha presentado un crecimiento acelerado

en los últimos años es el aprendizaje profundo, con casos de sonado

éxito en el recocimiento de objetos en imágenes [242, 324]. Un trabajo

reciente [414] explora el uso de cómputo evolutivo en la construcción

de redes neuronales profundas. Dado el éxito de la aplicación de estas

redes y su rápida expansión a otros dominios del conocimiento podría

ser interesante explorar el uso de optimización evolutiva multi-objetivo

para el diseño de la arquitectura y el entrenamiento de estas redes.

Biología Computacional. Existe un gran número de proble-

mas en esta área del conocimiento que pueden abordarse con técnicas

de computación evolutiva multi-objetivo. Un problema central es el

diseño computacional de proteínas que tendrá una repercución sin

precedentes en el diseño de fármacos y la bionanotecnología, el prin-

cipal cuello de botella lo constituyen las funciones de energía que no

modelan correctamente el problema. Un camino posible es generalizar

el trabajo pionero de Widera et al. [491] y extenderlo para permitir

una mayor libertad de los términos que componen la función y ha-

cerlo desde una perspectiva MO. Para este propósito la programación

genética MO se presenta como el mejor candidato. Otra tarea pen-

diente del área es el modelado del acoplamiento molecular como un

problema MO. Un primer intento de esto fue propuesto por García et

al. [175], quienes proponen varios caminos posibles por donde avanzar

en el tema. A la fecha hay evidencias de que los algoritmos evolu-

tivos han sido efectivos en el diseño de fármacos desde la perspectiva
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de pequeñas moléculas [120], donde también enfoques MO han sido

explorados [330].

Multiobjetivización. Hay evidencias que muestran que multi-

objetivizar problemas mono-objetivo ayudan a resolverlos de manera

más sencilla, esto se ha mostrado para el problema de predicción de

estructuras [201, 200], el problema de calendarización en ambiente

Job-Shop [226] y ruteo de vehículos [487]. Un ejemplo adicional de

esto es lo reportado en el trabajo de Knowles [236] donde se muestra

que agregar un objetivo puede ayudar a reducir el número de ópti-

mos locales para el ampliamente conocido problema del viajante. Por

otro lado, es claro que problemas combinatorios que en su versión

mono-objetivo pertenecen a la clase P, en su versión multi-objetivo

pertenecen a la clase NP-difícil. Un ejemplo ilustrativo de este caso

es el problema del camino más corto entre dos vértices dados en un

grafo [412]. Sería entonces interesante poder caracterizar la clase de

problemas, o incluso, casos de un problema que disminuirán el número

de óptimos locales al volverlos un problema multi-objetivo. Existen

estudios teóricos para el conteo de óptimos locales como los realiza-

dos por Hernando y colaboradores [208]. Se puede realizar un estudio

similar estimando el número de óptimos locales para los casos en los

que se agreguen funciones objetivo adicionales.

6.8 Para saber más

Este capítulo contiene sólo una breve introducción a la optimización

evolutiva multi-objetivo con lo que consideramos básico y relevante
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del tema. No obstante, existe una extensa fuente de información

disponible que sugerimos a todo aquel lector que desee profundizar

en el área.

6.8.1 Literatura selecta

Para saber más en cuanto a la optimización evolutiva multi-objetivo,

se sugiere al lector los siguientes libros:

• Multi-objective optimization using evolutionary algo-

rithms [112].

Kalyanmoy Deb.

• Applications of Multi-objective Evolutionary Algorithms

[83].

Carlos A. Coello Coello & Gary B. Lamont.

• Multiobjective Evolutionary Algorithms and Applica-

tions [441].

Kay Chen Tan, Eik Fun Khor & Tong Heng Lee.

• Evolutionary algorithms for solving multi-objective prob-

lems [90].

Carlos A. Coello Coello, Gary B. Lamont & David A. Van Veld-

huizen.

• Multiobjective Optimization: Interactive and Evolution-

ary Approaches [53].

J. Branke, K. Deb, K. Miettinen, and R. Slowiński (Eds.).
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Si desea conocer más, a través de un formato más compacto, se

sugiere consultar el contenido de tutoriales especializados como el de

Coello [87], Zitzler et al. [522], Konak et al. [237], Brockhoff y Wag-

ner [61], y recientemente, Emmerich y Deutz [135]. Además, existe un

repositorio Web, disponible en el sitio http://emoo.cs.cinvestav.

mx/, donde se encuentra una colección de referencias de libros, artícu-

los de revista, artículos de conferencia, tesis, software, entre otros.

6.8.2 Herramientas de software para la optimización

evolutiva

Adicionalmente, existen plataformas de software que cuentan con los

algoritmos y herramientas necesarias para experimentar directamente

con algunas estrategias de optimización evolutivas mono y multi-objetivo.

A continuación se presentan y se describen brevemente algunas de es-

tas plataformas.

• JMetal [129]: es una plataforma orientada a objetos en Java

para optimización multi-objetivo con metaheurísticas. Incluye

algoritmos evolutivos mono y multi-objetivo, algunos de ellos

paralelizados. Incluye además las funciones de prueba más uti-

lizadas y algunos problemas combinatorios, además de indicadores

de calidad.

• MOEA Framework: es una librería de código abierto en Java que

ofrece la colección de algoritmos evolutivos para optimización

mono y multi-objetivo más grande que hay. Incorpora algunos

algoritmos de JMetal y de PISA.
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• PISA [47]: Es una interfaz de texto para algoritmos de búsqueda.

Esta herramienta divide el proceso de optimización en dos mó-

dulos, lo que da una mayor flexibilidad para implementar entre

módulos. Por un lado, un módulo contiene las partes específicas

del problema de optimización (evaluación de soluciones, repre-

sentación y operadores de variación). Por el otro lado, el segundo

módulo contiene las partes que son independientes del problema

de optimización (básicamente, el mecanismo de selección).

• KEA: es una paquetería que ofrece una variedad de algoritmos

evolutivos multi-objetivo. Permite definir las funciones objetivo

tanto en Java como en C++.

• Guimoo: es un software libre dedicado al análisis de resultados

de la optimización multi-objetivo. Entre sus características per-

mite la visualización en tiempo real de la aproximación al frente

Pareto.
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Capítulo 7

Hiper-heurísticas en la

Solución de Problemas de

Optimización

7.1 Introducción

Cuando nos enfrentamos a problemas complejos, como aquellos del

tipo NP o de optimización combinatoria, pueden presentarse dos es-

cenarios diferentes. En el primero estamos dispuestos a invertir todos

los recursos disponibles para resolver, de la mejor manera posible, un

problema particular. Este escenario se caracteriza porque cada vez que

un nuevo problema aparece, se invierte una gran cantidad de recursos

para obtener una solución a esa instancia dada. En el segundo esce-

nario, estamos dispuestos a sacrificar algo de la calidad de la solución

para economizar recursos. Por lo tanto, se utilizan métodos genéricos
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y capaces de obtener soluciones aceptables mediante un uso racionado

de los recursos. En este caso, el riesgo es que el método genérico no

sea adecuado para el problema y que produzca una solución de mala

calidad. Está claro que, en promedio, el primer escenario generará

mejores soluciones, pero no es viable en la mayoría de los problemas

reales debido al alto consumo de recursos. Las hiper-heurísticas, por

otra parte, son generalmente útiles en el segundo escenario, pues bus-

can proporcionar estrategias genéricas con buena calidad.

Las hiper-heurísticas son métodos emergentes de búsqueda heurís-

tica que intentan producir un nivel más alto de flexibilidad e indepen-

dencia del dominio en que se aplican, de tal forma que sean capaces

de adaptarse a distintos tipos de problemas o a las distintas instan-

cias de un mismo tipo. Esto lo automatizan frecuentemente incorpo-

rando métodos de aprendizaje automático y lo ejecutan a través de

un proceso de selección dinámica de heurísticas más simples durante

la solución de los problemas, o bien, mediante la generación de nuevas

heurísticas a partir de la combinación o adaptación de otras ya exis-

tentes (o de sus componentes). Actualmente hay diversos modelos de

hiper-heurísticas, los cuales pueden clasificarse de acuerdo a las cate-

gorías propuestas por Burke et al. [65]. Esta clasificación divide a las

hiper-heurísticas según su forma de aprendizaje, así como según su

mecanismo de obtención de las soluciones, entre otros. Aunque el tér-

mino ‘hiper-heurística’ fue acuñado como tal en el 2001 [100], hubieron

esfuerzos previos con ideas similares. Entre ellos cabe destacar a los

portafolios (o selección) de algoritmos [136, 351, 361], y a la configu-

ración específica de algoritmos [282, 281]. Desde entonces, la actividad
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de investigación en hiper-heurísticas ha avanzado y propagado en di-

versas instituciones en el mundo, y ha sido tema de presentación y

discusión en diversas conferencias y revistas internacionales.

Por otra parte, y en lo que respecta a la investigación en hiper-

heurísticas en México, son pocos los investigadores e instituciones

que se han vinculado a ella. La mayor parte de la investigación

realizada en el tema se concentró inicialmente en el Tecnológico de

Monterrey, donde se han desarrollado hiper-heurísticas para corte y

empacado [447, 449], satisfacción de restricciones [448, 345] y ruteo de

vehículos [142]. El Tecnológico de Monterrey es también pionero en

el tema de la transformación de características y en hiper-heurísticas

para resolver problemas multi-objetivo. Las hiper-heurísticas desar-

rolladas en el Tecnológico de Monterrey se han fundamentado en diver-

sas estrategias de aprendizaje, que incluyen algoritmos genéticos [345,

449], redes neuronales [343, 344] y programación genética [341, 426],

entre otras. Recientemente, el Instituto Politécnico Nacional (IPN)

y el CINVESTAV han logrado importantes avances en lo relacionado

a hiper-heurísticas para problemas multi-objetivo [145] y en el uso

de hiper-heurísticas basadas en evolución diferencial [360]. Como re-

sultado de la colaboración del Tecnológico de Monterrey y el CIN-

VESTAV, en el 2017 comenzó a explorarse la transformación de car-

acterísticas como mecanismo para mejorar el desempeño de hiper-

heurísticas [22]. El Instituto Tecnológico de León y la Universidad

de Guanajuato ha colaborado para desarrollar múltiples trabajos so-

bre hiper-heurísticas. Los dominios de problemas que han abordado

con hiper-heurísticas incluyen calendarización de eventos académi-
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cos [421, 424, 423] y ruteo de vehículos [196]. Adicionalmente, la Uni-

versidad de Guanajuato ha incursionado en el uso de redes neuronales

pre-entrenadas para acelerar el proceso de selección de las heurísti-

cas [420] además de proponer una metodología para la adecuada se-

lección del conjunto de heurísticas que debe estar disponible para una

determinada hiper-heurística [422]. El Instituto Tecnológico de Ciu-

dad Madero, en colaboración con el Instituto Tecnológico de León,

ha realizado importantes avances en la generación semiautomática de

heurísticas para el problema de empacado, utilizando diversos métodos

como evolución diferencial [429] y evolución gramatical [430].

Este capítulo está encaminado a presentar el concepto de hiper-

heurísticas para entender sus características, fundamentos, modelos,

fortalezas y debilidades, así como algunas de sus áreas de aplicación.

El capítulo integra en la Sección 7.2 los fundamentos de las hiper-

heurísticas considerando principalmente dos tipos principales: aquél-

las que seleccionan heurísticas y aquéllas que generan nuevas heurísti-

cas. En la Sección 7.3 se presentan algunos modelos de hiper-heurísticas,

de los cuales unos están basados en esquemas evolutivos y otros es-

tán basados en redes neuronales. La Sección 7.4 presenta un ejemplo

con la idea de mostrar paso a paso el proceso para generar hiper-

heurísticas, en particular para el problema de partición balanceada.

En la Sección 7.5 se discuten algunos aspectos avanzados de las hiper-

heurísticas, tales como la solución de problemas multi-objetivo y la

transformación de características. En la Sección 7.6 se describe al-

gunas tendencias futuras de hiper-heurísticas. En la Sección 7.7 se

discuten algunos de los retos y perspectivas en esta área. Algunos re-
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cursos disponibles relacionados con las hiper-heurísticas se presentan

en la Sección 7.8 y, finalmente, en la Sección 7.9 se proporcionan las

conclusiones.

7.2 Fundamentos de las Hiper-heurísticas

Las hiper-heurísticas trabajan sobre la idea de que es posible reutilizar

los componentes de métodos existentes –generalmente simples, como

son las heurísticas– para construir métodos de búsqueda más robus-

tos y que se adapten a las condiciones del problema actual. De esta

forma se busca obtener soluciones que, en la medida de lo posible y de

acuerdo al tiempo disponible, sean de buena calidad. Ahora bien, la

forma de adaptación a los problemas da lugar a los dos grandes tipos

de hiper-heurísticas: las que seleccionan heurísticas y las que generan

nuevas heurísticas.

Hiper-heurísticas que seleccionan heurísticas. En este tipo de

adaptación se busca cambiar la heurística usada para atacar la

instancia del problema; cambios que pueden ocurrir cada vez

que el proceso requiere tomar una decisión. Por ejemplo, en el

caso del problema del vendedor viajero (TSP), se pretende en-

contrar el tour de mínimo costo para visitar todas y cada una

de las ciudades de un conjunto dado. Si se inicia con un tour

vacío, la toma de decisiones consiste en decidir la siguiente ciu-

dad a visitar. Mientras que con una heurística estaríamos a

merced de una sola forma de decisión (por ejemplo, visitar la

ciudad más cercana o la más lejana a la actual, que todavía no
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se haya visitado), con una hiper-heurística tenemos la flexibili-

dad para utilizar heurísticas diferentes en cada toma de decisión

(por ejemplo, iniciar con la más cercana y luego tomar la más le-

jana). De esta manera, es común que una hiper-heurística utilice

conjuntos y órdenes de heurísticas distintos para resolver difer-

entes instancias de un problema. Desde esta perspectiva, una

hiper-heurística es el método de alto nivel que controla cómo y

cuándo usar heurísticas de bajo nivel.

Hiper-heurísticas que generan nuevas heurísticas. Este segun-

do tipo de adaptación busca combinar heurísticas existentes (o

sus componentes) en la generación de heurísticas de alto nivel.

Por ejemplo, asumiendo de nuevo el problema del vendedor vi-

ajero donde se construye la solución a partir de un tour vacío,

una heurística podría decidir la nueva ciudad a agregar como

aquella que minimice la distancia dx con respecto al eje coor-

denado x a la última ciudad visitada en el tour parcial actual.

Sin embargo, otra heurística podría seleccionar la ciudad basada

en la distancia dy con respecto al eje coordenado y. La ciudad

recomendada por ambas heurísticas podría ser la misma o una

distinta. Otra alternativa sería combinar los criterios de ambas

heurísticas, por ejemplo, que se agregue la ciudad que minim-

ice la función f(x) = dx × dy. Mediante esta sencilla función, es

posible combinar los criterios de decisión de cada heurística y for-

mar una que se adapte a diferentes condiciones del problema. De

esta forma, la hiper-heurística es un método que genera nuevas

heurísticas.
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A continuación describiremos con más detalle cada uno de estos

tipos de hiper-heurísticas.

7.2.1 Hiper-heurísticas que seleccionan heurísticas

La mayor parte de los trabajos realizados en México se ha enfocado

en este primer tipo de adaptación, y por ello optamos por detallarlas

más. Las hiper-heurísticas de selección, como nos referiremos a ellas

a partir de este momento, están inspiradas en la idea de que existe un

algoritmo más adecuado para cada problema, lo que en la literatura se

conoce como el problema de la selección de algoritmos [383]. En este

sentido, las hiper-heurísticas de selección exploran la forma en que

diversas heurísticas (u otros métodos simples y rápidos de ejecutar)

pueden combinarse para generar estrategias de solución robustas y con

un buen desempeño general.

En este punto cabe mencionar que las diferencias entre los portafo-

lios de algoritmos [136, 351, 361], la configuración específica de algorit-

mos [282, 281] y las hiper-heurísticas de selección son sutiles, pero aún

así pueden apreciarse. Por ejemplo, tanto las hiper-heurísticas como

los portafolios de algoritmos deciden cuál de los métodos disponibles

para resolver el problema debe utilizarse en un momento dado. La

diferencia principal es la naturaleza de los métodos disponibles, donde

los portafolios de algoritmos trabajan usualmente con colecciones de

métodos de solución especializados para ciertos tipos de problemas,

mientras que las hiper-heurísticas usualmente administran métodos

más generales, como son las heurísticas. La configuración específica

de algoritmos (ISAC, por sus siglas en inglés) busca optimizar los
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parámetros de los algoritmos para que se adapten a las características

del problema que intentan resolver. Si consideramos dos instancias

de un mismo algoritmo con configuraciones distintas pueden consid-

erarse como dos métodos diferentes, entonces ISAC es, en esencia, un

portafolio de algoritmos.

Como ya se mencionó, una hiper-heurística de selección decide, en

determinados momentos del proceso de solución, qué heurística debe

utilizar. A partir de este momento usaremos el término ‘punto de de-

cisión’ para referirnos a esos momentos específicos durante la búsqueda

cuando la hiper-heurística puede cambiar la heurística a utilizar. Los

puntos de decisión pueden manejarse de muchas formas. Por ejemplo,

podría realizarse un cambio de heurística cada vez que una variable

deba asignarse, o sólo después de cierto número de veces que deba asig-

narse, o sólo si se cumple alguna condición particular. Una forma muy

común en la que se usan las hiper-heurísticas ‘perturbativas’ –aquellas

que incrementalmente aplican modificaciones locales (movimientos) a

soluciones completas (aproximaciones a la solución deseada) que rep-

resentan los estados actuales de la búsqueda– es cambiar de heurística

perturbativa únicamente si la calidad de la aproximación actual está

disminuyendo o si se ha mantenido estable por cierto tiempo.

De forma muy general, una hiper-heurística de selección se com-

porta como se muestra en el Algoritmo 16.

Como puede observarse en el Algoritmo 16, la hiper-heurística tiene

la capacidad de aplicar una heurística al problema para modificar su

estado (buscando acercarlo a un estado meta o solución deseada). Ya

que un problema específico de búsqueda depende del estado inicial de
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Algoritmo 16 Estructura genérica de una hiper-heurística de selec-
ción.
Entrada: heurísticas, el conjunto de heurísticas a utilizar.

problema, la instancia del problema a resolver.
Salida: solución, la solución de la instancia.
1:
2: mientras el problema no se haya resuelto hacer
3: heurística ← Selecciona(heurísticas,problema)
4: problema ← AplicaHeurística(heurística,problema)
5: fin mientras
6: devolver problema.solución

la misma, si consideramos a la solución resultante de aplicación de la

heurística actual al estado actual como el estado inicial del resto de la

búsqueda, estamos modificando el problema a resolver y este quizás

podría ser resuelto de una mejor manera con una heurística distinta a

la actual.

La elección de la heurística a utilizar en cada punto de decisión

depende completamente de la función Selecciona, la cual busca en el

espacio de heurísticas la más adecuada de acuerdo al estado actual del

problema. Como puede inferirse del pseudocódigo, diferentes imple-

mentaciones de la función Selecciona resultarán en diferentes com-

portamientos de la hiper-heurística. Por ejemplo, una hiper-heurística

completamente aleatoria implementaría la función Selecciona como

se muestra en el Algoritmo 17.

Algoritmo 17 Selecciona una heurística de forma aleatoria.
1: función Selecciona(heurísticas,problema)
2: devolver escoge aleatoriamente un elemento de heurísticas
3: fin función
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En el caso de una hiper-heurística aleatoria, la rutina ignora por

completo el estado del problema, ya que no lo requiere para determinar

qué heurística utilizar. Como es de esperarse, el desempeño de una

hiper-heurística aleatoria es, en la mayoría de los casos, malo si el

conjunto de heurísticas simples contiene una o más heurísticas cuyo

comportamiento es deficiente en los problemas a resolver.

Otra posible idea para implementar una hiper-heurística es usar

una secuencia predefinida de heurísticas como estrategia de decisión

dentro de la función Selecciona. La idea detrás de esta hiper-heu-

rística es que, en algunos casos, la relación entre heurísticas depende

de su encadenamiento (una secuencia ordenada de heurísticas). Por

ejemplo, en un problema de empacado, donde objetos de diferentes

volúmenes deben ser empacados en un número finito de contenedores

de forma que se minimice el número de contenedores utilizados, podría

ser conveniente el utilizar una secuencia de heurísticas donde después

de empacar el objeto más pequeño siempre se deba empacar el objeto

más grande. Una hiper-heurística basada en secuencias predefinidas

requiere conocer la secuencia específica de heurísticas a aplicar y la

última heurística aplicada. El Algoritmo 18 muestra una posible im-

plementación de este tipo de hiper-heurísticas.

Algoritmo 18 Selecciona una heurística basándose en una secuencia
predefinida de heurísticas.
1: función Selecciona(heurísticas,problema)
2: heurísticas ← última heurística aplicada en problema
3: devolver la que aparece después de heurística en heurísticas
4: fin función
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En caso de que una heurística deba aplicarse dos o más veces

seguidas, esta deberá aparecer dos o más veces en la secuencia pre-

definida de heurísticas. Debido a que la longitud de la secuencia de

heurísticas es mucho menor que el número de puntos de decisión en el

problema, hay que definir lo que se hará al llegar al final de la secuen-

cia. Una alternativa es que se vuelva a recorrer la misma secuencia

desde la primera posición. Otra opción es que al llegar al final de la

secuencia, desde ese momento se use sólo la última heurística de la

secuencia.

Una tercera versión de hiper-heurística (Algoritmo 19) representa

la selección inteligente del método más adecuado dadas las condiciones

actuales del problema. En esta versión de hiper-heurística, la función

Selecciona contiene un mapeo de situaciones en las que cada heurís-

tica debería ser utilizada.

Algoritmo 19 Selecciona una heurística de acuerdo al estado actual
del problema.
1: función Selecciona(heurísticas,problema)
2: estado ← caracteriza el estado actual del problema
3: devolver escoge una heurística con base en estado
4: fin función

Como puede apreciarse en el Algoritmo 19, la función debe evaluar

el estado actual del problema, para determinar qué heurística aplicar.

Hasta este momento no hemos proporcionado detalles sobre cómo se

realiza la selección de la heurística más adecuada para un determinado

estado del problema, pero podemos adelantar que es el punto más

sensible del proceso.
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Entre los modelos más utilizados para producir hiper-heurísticas

de selección se encuentran los algoritmos genéticos [345, 447, 449] y

las redes neuronales [316, 344, 461]. Más adelante en este capítulo se

describirán a detalle cómo funciona cada uno de estos modelos y cómo

se implementan.

7.2.2 Hiper-heurísticas que generan nuevas heurís-

ticas

Este segundo tipo de adaptación hace que las hiper-heurísticas funcio-

nen como generadores semi-automáticos de heurísticas. De esta forma,

la combinación de componentes de decisión se plasma en una función

que, por sí misma, representa una nueva heurística. En el contexto de

heurísticas perturbativas puede tratarse de la combinación de dos o

más operadores al mismo tiempo, cada uno de ellos enfocados a mod-

ificar distintas secciones de la aproximación actual o bien, a la apli-

cación en secuencia de dos o más operadores perturbativos al estado

actual de la búsqueda. La situación es diferente para hiper-heurísticas

‘constructivas’ –aquellas que gradualmente construyen la solución al

problema generando soluciones parciales cada vez más completas a

partir de una solución inicialmente vacía–, ya que, en este caso, las

heurísticas constructivas tienen la tarea de asignar un valor a cada

elemento que puede integrarse a la solución de forma que se agregue

el elemento que maximice (o minimice, según sea el caso) dicho valor.

Por ejemplo, si estamos utilizando un hiper-heurística constructiva

para resolver una instancia del problema del agente viajero, podemos

considerar una heurística que agrega la ciudad con la menor distancia
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a la última ciudad visitada en la solución parcial actual. Para ello, se

debe calcular la distancia de cada una de las ciudades que todavía no

han sido visitadas, a la última ciudad del tour parcial actual. Luego de

ello, la heurística recomendará agregar aquella con la menor distancia.

De forma muy general, una hiper-heurística de generación se com-

porta como se muestra en el Algoritmo 20.

Algoritmo 20 Estructura genérica de una hiper-heurística de gen-
eración.
Entrada: heurísticas, el conjunto de heurísticas a utilizar.
1: problema, la instancia del problema a resolver.
Salida: solución, la solución de la instancia.
2:
3: heurística ← Genera(heurísticas,problema)
4: mientras el problema no se haya resuelto hacer
5: problema ← AplicaHeurística(heurística,problema)
6: fin mientras
7: devolver problema.solución

Por supuesto, en este momento no se brindan detalles de cómo

implementar la función Genera, que es la responsable de generar la

heurística que se utilizará para resolver el problema actual. Entre

los métodos más populares en la comunidad para implementar hiper-

heurísticas de generación se cuentan tanto programación genética [329,

495] como evolución diferencial [259, 477].

7.3 Modelos de Hiper-heurísticas

En esta sección se presentarán las ideas generales detrás de las hiper-

heurísticas que se ha implementado de diversas formas y con apoyo
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de diferentes meta-heurísticas o distintos modelos de aprendizaje au-

tomático.

7.3.1 Modelos Evolutivos

La computación evolutiva se ha utilizado tanto para construir hiper-

heurísticas de generación (mediante programación genética y evolución

diferencial) como para construir hiper-heurísticas de selección (medi-

ante algoritmos genéticos y estrategias evolutivas). A continuación

describiremos cómo se han implementado algunos casos de éxito de

hiper-heurísticas mediante computación evolutiva.

7.3.1.1 Hiper-Heurísticas basadas en Algoritmos Genéticos

Los modelos evolutivos generan reglas que relacionan puntos especí-

ficos del espacio de características del problema con una heurística

específica, que ha demostrado ser útil ante instancias con caracterís-

ticas similares. Estas reglas pueden obtenerse de diversas formas –

incluso pueden ser definidas por el usuario. Sin embargo, los algorit-

mos genéticos han resultado muy útiles para esta tarea, y por esta

razón su uso será detallado a continuación.

El algoritmo genético mantiene una población de individuos de

longitud variable que representan hiper-heurísticas en potencia. Du-

rante cada generación, estos individuos son combinados y mutados

con la finalidad de mejorar la calidad de la población. Según sea el

caso, los operadores genéticos pueden o no ser adaptados para el prob-

lema. Por ejemplo, como el número de reglas en las hiper-heurísticas

es variable, los individuos en la población también tienen una longitud
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variable. Es necesario, entonces, adaptar el operador de cruza para

que produzca sólo individuos válidos. La función objetivo contiene un

conjunto de instancias a resolver. El desempeño de cada individuo en

dicho conjunto se convierte en su aptitud. Con el paso de las genera-

ciones, se espera que los individuos que mejor resuelvan el conjunto de

entrenamiento sean favorecidos por el proceso genético. El mejor indi-

viduo de la última generación es seleccionado como la hiper-heurística

resultante del proceso evolutivo.

Los modelos hiper-heurísticos basados en algoritmos genéticos fue-

ron unas de las primeras opciones que se consideraron para generar

heurísticas. El primer trabajo que utilizó un algoritmo genético para la

exploración del espacio de heurísticas en problemas de calendarización

fue publicado en 1994 [146, 147], años antes de que el término hiper-

heurística fuera utilizado por primera vez. Pocos años más tarde,

esta idea fue retomada en [395] y [450]. A la fecha, gran parte de

los trabajos relacionados con hiper-heurísticas utilizan alguna forma

de computación evolutiva como parte del mecanismo de generación y

ajuste de las hiper-heurísticas [449, 345, 269].

7.3.1.2 Hiper-Heurísticas basadas en Programación Genética

Las hiper-heurísticas basadas en programación genética tienen la ca-

pacidad de combinar los componentes de heurísticas existentes para

construir nuevas heurísticas que funcionen adecuadamente ante diver-

sos grupos de instancias del problema. La inclusión de una gramática

tipo BNF en este proceso es una tendencia reciente. Un problema

de satisfacción de restricciones (CSP) se define como un conjunto de
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variables X, asociado a un conjunto de dominios de valores (D), y a

un conjunto de restricciones entre las variables. El objetivo es una

asignación completa y consistente de valores a variables de la manera

que se cumplan todas las restricciones. Los CSPs han sido aplicados

para el modelado y solución de problemas en diversos dominios. Aquí

describimos una plataforma basada en gramáticas para generar au-

tomáticamente nuevas heurísticas de selección de variables para CSPs.

El espacio de posibilidades se define generando oraciones válidas de

acuerdo a la gramática que se utiliza.

Un enfoque inicial en este sentido es el presentado en el trabajo

de Ortiz-Bayliss et al. [340] que provee la evidencia de que es posible

delegar, al menos para ciertas tareas, la generación de heurísticas a un

proceso automático. En el trabajo se usan características provenientes

de las heurísticas previamente diseñadas y se utiliza programación

genética para combinar esos atributos y generar nuevas heurísticas.

La idea es encapsular el conocimiento del experto humano de diversas

formas para obtener mejores soluciones. Dado que en la gramática

hay que definir un conjunto de funciones y un conjunto de terminales,

las funciones utilizadas en esta investigación incluyen suma (+), resta

(-), multiplicación (*) y división protegida (%) (si el divisor es cero no

se ejecutar la operación y el resultado es 1). Con este conjunto simple

de operadores es suficiente para generar heurísticas competitivas. La

definición de la gramática se puede observar en la Figura 7.1.

En un esfuerzo más avanzado en este respecto, el modelo presen-

tado en [426], presenta una gramática que contiene elementos más

sofisticados como el estatuto if-then-else, operadores aritméticos
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<S> → <E>
| <E> → <Op> <F> <Op>
| <Op> → ( <E> ) | <T>
| <F> → + | - | * | %
| <T> → deg(x) | conflicts(x) | dom(x) | κ(x) | r

Figura 7.1: Gramática propuesta.

y lógicos, lo que permite generar mayor cantidad de posibilidades de

combinación, además de funciones sobrecargadas capaces de manejar

diversas dimensionalidades de entrada, lo que provee mayor flexibil-

idad y un mayor espacio de soluciones. En este trabajo se usaron

tres diferentes estrategias para evolucionar las heurísticas: progra-

mación genética (GP), búsqueda local iterada (ILS) y búsqueda de

alpinista en paralelo (PHC). En los experimentos se usaron tanto in-

stancias sintéticas como reales para comparar el rendimiento entre las

heurísticas generadas y las del estado del arte diseñadas por el hu-

mano. El estudio considera varios asuntos como la composición del

conjunto de entrenamiento hacia la generalidad de las heurísticas y su

rendimiento sobre instancias no vistas. También se considera la evolu-

ción de heurísticas sobre instancias pequeñas capaces de generalizar

sobre instancias más grandes y no vistas, y sobre otras instancias del

mundo real. La Figura 7.2 muestra un ejemplo de heurística generada

por programación genética.

7.3.2 Modelos Neuronales

A diferencia de los modelos evolutivos que generan reglas que ma-

pean características del problema a heurísticas específicas, las hiper-
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variableFromVariableValue

smallest

If-VariablesValues1

greaterOrEqualThan minus minus

largest smallest

plus

mxi bdeg

conflicts

bbz log2

division

fdeg fbz

minus conflicts

multiplication plus

bbz pxi

Figura 7.2: Ejemplo de heurística generada automáticamente por un
proceso de Programación Genética para el problema de CSP.

heurísticas basadas en modelos neuronales aprenden las relaciones ex-

istentes entre características y heurísticas, a partir de casos de ejemplo.

De esta manera, los modelos de hiper-heurísticas basados en redes neu-

ronales requieren un conjunto de entrenamiento donde se contengan

las relaciones a aprender. De manera general, la hiper-heurística con-

tiene una red neuronal que aprende a clasificar instancias, según sus

características. La clase a la que pertenece la instancia representa la

heurística a utilizar en un momento particular de la búsqueda.
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Probablemente uno de los primeros trabajos que exploraron el uso

de redes neuronales para la selección de heurísticas fue el presentado

por Moriarty [316], en donde se presentó el modelo SANE (Symbi-

otic, Adaptive Neuro-Evolution) para encontrar redes neuronales que

representaban heurísticas para el ordenamiento de valor en problemas

de satisfacción de restricciones. Años más tarde, Corr [99] propuso

utilizar redes neuronales como selectores de heurísticas constructivas

para el problema de la calendarización de exámenes. No fue, sino

hasta el 2009, que se publicó el primer trabajo de redes neuronales

que explícitamente mencionaba el término ‘hiper-heurística’. En di-

cho trabajo, Ortiz-Bayliss et al. [348] retomaron la idea de usar redes

neuronales como selectores de heurísticas constructivas, pero esta vez

aplicado al problema de satisfacción de restricciones y con una red

neuronal con aprendizaje mediante retro-propagación.

Los modelos neuronales también se han usado dentro de las hiper-

heurísticas para agilizar el entrenamiento. Por ejemplo, Li et al. [256]

utilizaron una red neuronal para estimar el costo de una función ob-

jetivo, de forma que se minimizara el número de evaluaciones reales

durante el proceso de entrenamiento de la hiper-heurística.

En cuanto a la arquitectura de la red neuronal, se han utilizado

diferentes opciones. Una parte significativa de los trabajos ha uti-

lizado el perceptrón multicapa [343, 461]. Algunos otros trabajos han

optado por arquitecturas más específicas a ciertos problemas, como

son los mapas auto-organizados [99, 344] y redes neuronales con re-

traso temporal [460]. En algunas ocasiones se ha explorado la idea

de combinar redes neuronales con algoritmos genéticos para ajus-
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tar la topología de la red y maximizar el desempeño de las hiper-

heurísticas [346, 347, 348].

7.4 Un ejemplo

A continuación presentamos un breve ejemplo, donde mostramos la

forma en la que las hiper-heurísticas pueden ser de utilidad, y el pro-

ceso para aplicarlas.

7.4.1 El problema

Para este ejemplo tomaremos el problema de partición balanceada

(Balanced Partition), que consiste en encontrar la distribución de ele-

mentos que minimiza a Q, donde Q es el índice de calidad dado por la

ecuación 7.1, y donde itemy
x representa el elemento x del subconjunto

y, y Ny es el número de elementos en el subconjunto y. Así, el mínimo

de Q corresponde al valor óptimo de la separación.

Q =

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

item1
i −

N2∑
j=1

item2
j

∣∣∣∣∣ (7.1)

7.4.2 Las alternativas

Para atacar este sencillo problema podemos considerar un enfoque

constructivo a través de dos heurísticas muy simples: seleccionar el el-

emento de carga máxima (MAX) o mínima (MIN). Partiremos de una

solución vacía, al considerar que nuestra solución es el subconjunto 2

(por tanto toda la carga será asignada al subconjunto 1), por lo que
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la solución se construirá al escoger los elementos que deben moverse

al subconjunto 2 para balancear la carga de todo el sistema. Adi-

cionalmente, nuestra solución estará completa cuando el subconjunto

2 represente a la mitad o más de la carga total de la instancia del

problema, pues nuestras heurísticas no permiten retornar elementos.

Es importante resaltar que estas heurísticas no son necesariamente

buenas ni malas, pues dependen mucho de la instancia del problema en

la que se apliquen. Consideremos, por ejemplo, un comportamiento

como el de la Tabla 7.1, donde observamos que la heurística MAX

se desempeñó ligeramente mejor que la heurística MIN. Esto se debe

a que en algunas instancias la heurística MAX se desempeñó mucho

mejor que la heurística MIN (por ejemplo, en las instancias 7 y 10), y

viceversa (por ejemplo, en las instancias 3 y 9). Es precisamente esta

diferencia en desempeño lo que motivó la idea de las hiper-heurísticas,

y donde se evidencia su eventual beneficio. De hecho, la Tabla 7.1

incluye una columna con el desempeño de una hiper-heurística sim-

ple (que detallaremos más adelante), donde se puede observar que es

mucho mejor que sus contrincantes.

7.4.3 La información del problema

Ya conocemos el tipo de problema a resolver y las opciones que ten-

emos para hacerlo. Ahora bien, requerimos también alguna manera

de obtener información de cada instancia en particular, para así poder

analizarla y determinar qué alternativa tomar (MAX o MIN). Para

ello, debemos definir al menos una característica del problema, rela-

cionada principalmente a las condiciones actuales de la instancia (de
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Tabla 7.1: Desempeño de las heurísticas (y de una hiper-heurística)
sobre 10 instancias de mayor extensión.

Instancia QHH QMAX QMIN

1 11 9 7
2 2 8 6
3 1 13 3
4 2 0 0
5 3 5 13
6 1 9 3
7 3 1 13
8 9 3 9
9 9 11 3
10 5 1 11

Total 46 60 68
Promedio 4.6 6 6.8

manera que se actualice a medida que progresa la solución). En este

ejemplo utilizaremos la relación entre la carga actual del subconjunto

2, y la carga máxima, como se muestra en la ecuación 7.2. Con esto

ya tenemos todo lo necesario para empezar a crear nuestras hiper-

heurísticas.
N2∑
j=1

item2
j

N1∑
i=1

item1
i +

N2∑
j=1

item2
j

∈ [0, 1] (7.2)

7.4.4 Nuestra primer hiper-heurística

Nuestro objetivo con la hiper-heurística será el de tratar de dar un

orden lógico al proceso. Así, buscaremos pasar los elementos más

grandes al inicio de la solución (es decir, cuando el subconjunto está
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vacío), para luego refinarla con elementos más pequeños (para ajus-

tar las pequeñas diferencias). Por tanto, podemos crear una hiper-

heurística de dos reglas, como se muestra en la Figura 7.3. En la

parte derecha de la figura podemos observar la zona de influencia de

cada regla. Así, siempre que el valor de la característica (definida

en la ecuación 7.2) sea inferior a 0.25, se usará la heurística MAX

para seleccionar el siguiente elemento. Pero, si es superior, se usará la

heurística MIN.

Figura 7.3: Primer modelo de hiper-heurística con dos reglas y una sola
característica (izquierda). Zona de influencia de cada regla (derecha)

En este punto es bueno recordar la columna que traíamos pendi-

ente de la Tabla 7.1. Es justamente esta hiper-heurística la que se usó

para obtener los desempeños allí mostrados, donde una vez más se ob-

serva que supera a las heurísticas simples. Sin embargo, es importante

resaltar que no todo es perfecto. En algunos casos, por ejemplo en la

instancia 1, la hiper-heurística generó una solución peor que cualquiera

de las dos heurísticas. Es más, en casos como el de la instancia 4, fue

la única que no logró generar un balanceo perfecto de la carga. Esto

se debe, principalmente, a la simplicidad de nuestra hiper-heurística,

pues solamente cuenta con dos reglas y con una sola característica.

Con ello se llega a que el espacio de características se divida en re-

giones simples, como la mostrada en la parte derecha de la Figura 7.3.

Por otra parte, el desempeño de la hiper-heurística que estamos us-

ando se encuentra limitado por su proceso de entrenamiento, pues los
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valores fueron asignados manualmente y con base en lo que estimamos

como mejor.

7.4.5 Otras hiper-heurísticas

Revisemos ahora cómo puede afectar el proceso de entrenamiento al

desempeño de esta hiper-heurística en particular. Consideremos, por

ejemplo, las hiper-heurísticas mostradas en la Figura 7.4. La primera

de ellas corresponde a nuestro modelo original (el que hemos venido

usando). Las otras dos tienen una estructura similar, pero el punto

de corte de sus regiones de influencia se encuentra en 0.15 y 0.35, re-

spectivamente. Como se muestra en la Tabla 7.2, el hecho de usar un

enfoque más agresivo (es decir, HH3) sobre este conjunto de instancias

resulta en un beneficio, pues se obtiene un valor deQ que, en promedio,

es casi dos unidades menor al alcanzado con la hiper-heurística origi-

nal (HH). Asimismo, el otro enfoque empeoró el resultado respecto al

logrado con HH. Sin embargo, incluso así el resultado logrado es mejor

que el obtenido por las heurísticas independientes.

Figura 7.4: Tres configuraciones diferentes de hiper-heurísticas.
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Tabla 7.2: Desempeño de dos heurísticas simples y de tres modelos de
hiper-heurísticas sobre un conjunto de 10 instancias.

Instancia QHH QMAX QMIN QHH2 QHH3

1 11 9 7 11 1
2 2 8 6 10 2
3 1 13 3 5 1
4 2 0 0 4 0
5 3 5 13 3 7
6 1 9 3 3 1
7 3 1 13 5 3
8 9 3 9 5 9
9 9 11 3 5 3
10 5 1 11 5 1

Total 46 60 68 56 28
Promedio 4.6 6 6.8 5.6 2.8

7.4.6 Las hiper-heurísticas como un problema de

optimización

Las hiper-heurísticas mostradas han sido entrenadas ‘a mano’, defi-

niendo ciertos valores críticos según nuestro criterio y conocimiento

del problema. Sin embargo, el proceso se puede automatizar si se

plantea como un problema de optimización. Para ello, podemos definir

la función objetivo como el desempeño de la hiper-heurística. Esto se

muestra en la ecuación 7.3, donde Ni es el número de instancias de

entrenamiento y Qj es el nivel de calidad dado por la hiper-heurística

en la instancia j. Como se puede observar, el proceso de optimización

implica probar cada hiper-heurística candidata sobre el conjunto de

entrenamiento. Observemos también que en el caso más simple se
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cuenta con cuatro variables de diseño, pero si aumentamos el número

de características a, por ejemplo, tres, el número de incógnitas se

duplica. Si en este punto agregamos un par de reglas más (para crear

regiones de acción más complejas), el total de variables se duplica una

vez más, llegando a 16. Así, el uso de técnicas de optimización clásicas

como Newton-Rapshon o Descenso empinado queda descartado para

la mayoría de problemas prácticos (debido a que se requiere un punto

de inicio cerca de la solución y a que quedan atrapados en óptimos

locales).

Fobj(FT , A) =

∑Ni
j=1Qj

Ni

;FT = [F1, F2, F3, ..., FNF ] ∧Qj = Qj(FT , A)

(7.3)

Sin embargo, existe otra alternativa: las metaheurísticas. Para evi-

tar desviar la atención del lector, omitiremos los detalles relacionados

con el optimizador, y nos centraremos en el proceso de entrenamiento.

Vamos a imaginar que tenemos una herramienta capaz de con-

struir una solución mejorada del problema, usando como base una

solución existente que no es necesariamente buena. Imaginemos tam-

bién que dicha solución corresponde a una hiper-heurística. Por tanto,

podemos definir una solución (e.g. una hiper-heurística) candidata ini-

cial (generada de forma aleatoria), y utilizar dicha herramienta para

crear una refinada. Para determinar la ganancia dada por nuestra her-

ramienta, basta con evaluar ambas soluciones (tanto la aleatoria como

la refinada) en la ecuación 7.3, y comparar los resultados. Luego de

esto, podemos tomar la solución refinada como base y usar nuestra

herramienta para crear una mejorada. Es justamente este proceso

iterativo lo que nos permite operar sobre la solución aleatoria hasta
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lograr un resultado con la calidad deseada. A manera de ejemplo,

consideremos un conjunto de 30 instancias aleatorias del problema de

partición balanceada (las cuales no se muestran por motivos de espa-

cio). Si generamos 10 soluciones aleatorias (como las descritas ante-

riormente), obtendremos hiper-heurísticas con desempeños buenos y

malos, como se muestra en la Figura 7.5 (iteración 1). Sin embargo,

podemos usar nuestra herramienta de optimización sobre cada una

de estas hiper-heurísticas para generar unas mejoradas (iteración 2).

Es más, podemos continuar iterativamente y, luego de 15 iteraciones,

tendremos hiper-heurísticas cuyo desempeño es bueno y muy similar

(iteración 16). Note que por la naturaleza estocástica de nuestra her-

ramienta, en ocasiones el desempeño mejora muy rápidamente, pero

en otros casos tarda varias iteraciones en mejorar. Además, tengamos

en cuenta que muchas metaheurísticas trabajan de forma poblacional,

es decir evalúan y mejoran múltiples soluciones al mismo tiempo con

el ánimo de encontrar una única que sea lo suficientemente buena. Sin

embargo, hemos omitido este tipo de detalles en la gráfica para evitar

complicar nuestro análisis y para facilitar la comprensión por parte

del lector.

7.5 Aspectos Avanzados

En esta sección se abordan algunos temas avanzados de las hiper-

heurísticas, como son sus aplicaciones en problemas multi-objetivo y

a la ciencia de datos, los modelos híbridos y algunas tendencias futuras

del área.
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Figura 7.5: Ejemplo de entrenamiento de hiper-heurísticas usando
metaheurísticas. La iteración 1 representa el resultado luego de
generar la población inicial. Los datos mostrados corresponden a 10
réplicas sobre 30 problemas generados de forma aleatoria, con 100
elementos y una carga máxima de 100 por elemento.

7.5.1 Problemas Multi-objetivo

Muchos trabajos en la literatura relacionados con hiper-heurísticas

para solucionar problemas de optimización, consideran solamente un

objetivo que guía la búsqueda de soluciones. Sin embargo, es natural

pensar que en estos problemas existen varios objetivos en conflicto y

que la idea es optimizarlos al mismo tiempo.

Esto debe plantearse como un problema multi-objetivo y por lo

tanto, la búsqueda de soluciones se debe hacer con un esquema ade-

cuado que facilite ese proceso. Para resolver un problema con esa

perspectiva es importante definir el problema, sus objetivos y el dis-
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eño del algoritmo que genere la solución esperada, aunque en realidad

lo que un algoritmo de este tipo produce es una serie de soluciones

que corresponden a los mejores compromisos posibles entre los ob-

jetivos en conflicto. A estas soluciones se les denomina conjunto de

óptimos de Pareto y sus valores correspondientes de las funciones ob-

jetivo conforman el denominado frente de Pareto. Para ejemplificar

este tema, usaremos un problema de corte y empacado en dos dimen-

siones, donde se quiere empacar pequeñas figuras de diferentes tipos

y formas, en hojas de material rectangulares. Lo que se requiere es

minimizar el número de hojas de materia prima, pero al mismo tiempo

minimizar también el tiempo en que se ejecuta el proceso. Estos son

claramente dos objetivos que se contraponen: por un lado, se pueden

poner las piezas muy rápidamente pero esto no será efectivo en cuanto

al número de hojas de material; y por el otro lado, si queremos reducir

el número de hojas de material, quizá requiera más tiempo para termi-

nar el proceso. En [269] se usó un modelo evolutivo simplificado para

representar el estado del problema donde el cromosoma representa un

conjunto de puntos en el espacio y cada punto es etiquetado con una

heurística. Bajo este esquema, el modelo representa una receta para

resolver el problema que se puede describir como (a) determinar el es-

tado actual E del problema (b) encontrar el punto más cercano a él, (c)

aplicar la heurística anexa al punto, (d) actualizar el estado. Usamos

esas ideas y en combinación con un algoritmo evolutivo multi-objetivo

(AEMO) (NSGA-II, SPEA2, GDE3) se busca encontrar el conjunto

S de cromosomas en el frente de Pareto que son capaces de encontrar

soluciones a una amplia variedad de problemas, tomando en cuenta
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los dos objetivos. El conjunto S contiene las hiper-heurísticas que se

están buscando.

En la Figura 7.6 se muestra el esquema utilizado para resolver

problemas multi-objetivo para el problema de corte y empacado.

Figura 7.6: Modelo general multi-objetivo mostrando las fases de en-
trenamiento y prueba.

En la determinación del estado actual del problema E es impor-

tante caracterizarlo. Para este caso, fueron seleccionadas 10 carac-

terísticas de un conjunto mayor y que son las siguientes:

1. Número de piezas restantes por empacar.

2. Área promedio de las piezas restantes.

3. Varianza en el área de las piezas restantes.

4. Media de la rectangularidad de las piezas restantes.

5. Varianza en la rectangularidad de las piezas restantes.
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6. Media de la altura de las piezas restantes.

7. Varianza en el ancho de las piezas restantes.

8. Fracción de las piezas restantes cuya área es mayor a 1
2
del área

del objeto.

9. Media del grado de concavidad de las piezas restantes.

10. Fracción del total de las piezas restantes.

En la plataforma propuesta, para encontrar el conjunto S de mejores

hiper-heurísticas en el frente de Pareto, se divide el conjunto de instan-

cias en dos tipos: entrenamiento y prueba. El modelo evolucionaba

poblaciones de hiper-heurísticas tomando en cuenta el AEMO. La fase

de entrenamiento inicia con la generación de hiper-heurísticas en forma

aleatoria para el AEMO. Este algoritmos evoluciona la población de

acuerdo a su propia metodología y aplica operadores genéticos para

generar nuevas poblaciones, considerando el conjunto de entrenamiento

para evaluar su rendimiento.

Una vez que las mejores hiper-heurísticas se tienen, se prueban en-

tonces con las instancias de prueba para comparar los modelos multi-

objetivo, entre ellos y con respecto a las heurísticas simples adaptadas

para el problema, usando diferentes métricas.

Los resultados obtenidos indican que los modelos eHH-MO son

adecuados para construir un conjunto de reglas que permiten resolver

el problema bi-objetivo de diversas maneras. Los resultados de los

modelos eHH-MO han sido comparados contra los obtenidos con las

248



heurísticas simples, bajo una serie de experimentos usando tres difer-

entes métricas como son la distancia generacional (GD) [118, 470], el

hipervolumen (HV) [525] y D [118] (dispersión y distribución). Desde

diferentes perspectivas los modelos multi-objetivo superan claramente

a los modelos de heurísticas simples. Los detalles de la serie de exper-

imentos realizados y su discusión general pueden consultarse en [185].

7.5.2 Transformación de Características en Hiper-

heurísticas

Una técnica que se ha implementado recientemente se enfoca en el uso

de transformaciones matemáticas para mejorar el desempeño del mod-

elo de selección. Al trabajar con una heurística de selección, las carac-

terísticas juegan un papel preponderante en la eficiencia del proceso,

pues el selector representa una matriz de puntos clave en el espacio de

características. Además, debemos tener presente que cada problema

de optimización es diferente, por lo que los puntos críticos de una car-

acterística difícilmente corresponderán con los de otra. Así, se inició

un proceso para identificar la forma en la que se pudiera establecer

una transformación adecuada a cada problema particular. Como re-

sultado, se encontró que el problema principal que puede resolver la

transformación es el mostrado en la Figura 7.7. Allí, se muestra la

ubicación ideal de cuatro reglas (marcadores redondos) y su distancia

al estado actual del problema (cuadro blanco). Dos de estas reglas

tienen posiciones muy similares (la roja y la azul), por lo que el de-

sempeño del selector se torna muy sensible a pequeños errores en la

ubicación real de dichas reglas.
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Figura 7.7: Sensibilidad de hiper-heurísticas a errores en los valores
del selector y su solución a través de transformación de características.
Izquierda: Ubicación ideal de las reglas en el espacio original. Derecha:
Ubicación ideal de las reglas en el espacio transformado.

La Figura 7.7 también muestra la forma como se puede solucionar

este problema con la transformación de características. La idea es

transformar el espacio de cada característica del problema, de tal

forma que las regiones en conflicto se expandan y las relativamente

irrelevantes se compriman. Para el ejemplo de la figura, esto implica

tener mayor resolución en el espacio cercano a las reglas azul y roja,

lo que permite un mayor margen de maniobra y por tanto reduce

la sensibilidad de la hiper-heurística. De forma similar, la zona que

pertenece a las dos reglas verdes, se comprime. Dado que se trata de

reglas que ejecutan la misma acción, su región de influencia combinada

no será tan sensible a pequeños errores de ubicación. Consideremos

ahora los casos mostrados en la Figura 7.8. En la izquierda se mues-

tran dos selectores (uno con dos reglas y otro con cuatro), ambos con

dos acciones disponibles: roja y azul. Al hacer una transformación

de características podemos ampliar zonas en conflicto (como ya se

mencionó arriba), lo que representa una distribución de las reglas la

cual puede, incluso, modificar la apariencia de las zonas de influencia
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de cada selector. Para nuestro ejemplo, dicha transformación se ve

en las imágenes del centro, donde la apariencia ha sido parcialmente

preservada, pero donde se da mayor enfoque a las zonas conflictivas.

Claro está, este proceso no puede ser arbitrario, pues podemos tam-

bién generar transformaciones poco útiles como las de la derecha de

la figura, donde hemos perdido la mayoría de la información acerca de

las zonas conflictivas, por lo que seguramente tendremos un bajo de-

sempeño de la hiper-heurística. Detalles de esta investigación puden

ser revisados en [22].

Figura 7.8: Ejemplo de la forma como la transformación de carac-
terísticas puede afectar la apariencia de las zonas de influencia de un
selector. Izquierda: Forma original. Centro: Transformación útil que
amplía las zonas en conflicto. Derecha: Transformación poco útil que
destruye información sobre las zonas en conflicto.

7.6 Tendencias Futuras

Los sistemas inteligentes híbridos [305] son sistemas de software que

emplean, en paralelo, una combinación de métodos y técnicas de sub-
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campos de la Inteligencia Artificial. La hibridación de los sistemas in-

teligentes es un campo de investigación prometedora de la Inteligencia

Computacional moderna para el desarrollo de la próxima generación

de sistemas inteligentes. Comunidades científicas y académicas están

cada vez más conscientes de que enfoques combinados podrían ser

necesarios si se quiere seguir resolviendo los problemas difíciles de la

Inteligencia Artificial. La integración de distintas técnicas inteligentes

y su adaptación para superar las limitaciones de los métodos individ-

uales y lograr efectos sinérgicos a través de la hibridación o fusión

de estas técnicas, ha contribuido a una variedad de nuevos diseños

dentro del campo de la optimización [256, 204]. Sin embargo, la may-

oría de estos enfoques de hibridación siguen un diseño metodológico

ad-hoc que se justifica por el éxito en ciertos dominios de aplicación.

No obstante, se requiere de metodologías más robustas para la con-

strucción de los sistemas híbridos requeridos para resolver problemas

contemporáneos y futuros cada vez más complejos y más grandes.

Las hiper-heurísticas [65], como técnicas de búsqueda que tratan

de automatizar el proceso de generación, selección y combinación de

otras heurísticas, son un excelente vehículo para la construcción de sis-

temas inteligentes híbridos avanzados. Recientemente han aparecido

los primeros trabajos que proponen formas muy simples y limitadas

de combinación de hiper-heurísticas [417]. Se requiere de estudios más

profundos y serios que combinen generación con selección, así como

estrategias constructivas con perturbativas [65], en formas más elabo-

radas que mejoren los resultados obtenidos.
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El desafío de la hibridación hiper-heurística es enorme y complejo.

Reside primeramente en el modelado de los problemas y de las solu-

ciones (parciales o aproximadas) de forma que, a partir de descrip-

ciones paramétricas o no paramétricas, el método híbrido pueda ir de-

cidiendo la combinación de métodos heurísticos que irá utilizando para

guiar la búsqueda de la solución. Parte importante del desafío también

es la selección inteligente de las heurísticas específicas a los dominios de

los problemas [422], las meta-heurísticas y las hiper-heurísticas [439]

que formarán el método híbrido. Otro elemento de complejidad es

que cada técnica heurística incluye parámetros que deben ser ajusta-

dos adecuadamente para que trabajen de forma correcta y eso podría

ser requerido durante la ejecución del método. Finalmente, como se

quieren métodos híbridos que maximicen su desempeño, también se

deberán seleccionar o diseñar las métricas para medir la efectividad y

eficiencia de los algoritmos utilizados.

Son demasiadas posibilidades las que hay que considerar y demasi-

ada información relacionada tanto con las instancias de los problemas a

resolver, los métodos de solución, sus hiper-parámetros, su hibridación

y el efecto de sus decisiones durante la solución de los problemas. Los

investigadores ya están abordando algunos esfuerzos en estas direc-

ciones a través del aprendizaje automático [81] y el uso de técnicas

estadísticas, pero mucha de la práctica es primordialmente artesanal.

Se requiere el uso de metodologías científicas más maduras y desar-

rolladas para manejar la gran cantidad de datos que se genera en el

proceso.
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Dado que la Ciencia de Datos es la capacidad de extraer conocimien-

tos e ideas de grandes cantidades de datos y datos complejos, la

construcción de métodos híbridos para optimización mediante hiper-

heurísticas son un buen motivo para su aplicación.

La Ciencia de Datos intenta comprender las complejidades de las

actividades del mundo real y el contexto a partir del análisis de los

datos para mejorar los beneficios que pueden obtenerse de ellos. Los

algoritmos de optimización en tiempo real están estrechamente vincu-

lados al contexto de sus datos. Luego, utilizar las técnicas de Cien-

cia de Datos permitirá aprovechar el conjunto histórico de datos, así

como los datos generados en tiempo real, durante la búsqueda de solu-

ciones para los problemas de optimización [358]. El proceso de Ciencia

de Datos se puede aplicar al ajuste automático de los algoritmos, su

configuración y su adaptación para crear mejores métodos de opti-

mización.

El desarrollo de algoritmos de búsqueda poderosos se asemeja a

la solución de los problemas de optimización. La hibridación de op-

timizadores mediante hiper-heurísticas incluye una gran cantidad de

parámetros y generalmente ofrecen muchas opciones. El desafío para

la Ciencia de Datos es más complejo debido a la naturaleza estocás-

tica de los métodos de solución. Para explotar el poder real de estas

técnicas y resolver los problemas de manera eficiente, el desarrollador

debe seleccionar los mejores valores y tomar las decisiones correctas.

En la última década se han desarrollado varias técnicas para la op-

timización de parámetros, la construcción automática de algoritmos

y la creación de hiper-heurísticas para generar o seleccionar algorit-
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mos, pero la Ciencia de Datos tiene mucho que aportar para explotar

al máximo el potencial de las técnicas novedosas de búsqueda exis-

tentes. No se debe de buscar un método ideal sino crear metodologías

adecuadas a los diferentes dominios de problemas. Estas metodologías

deben ser robustas de manera que permitan construir métodos poderosos

a partir de la descripción de esquemas de recolección, procesamiento,

exploración, visualización, aprendizaje y explotación de datos adecua-

dos a los problemas específicos a resolver.

Aunque actualmente hay un boom en el desarrollo de aplicaciones

de Ciencia de Datos en muchos dominios, y hay un gran esfuerzo de

grupos de personas para desarrollar métodos de búsqueda para domin-

ios específicos, la aplicación de la Ciencia de Datos en la construcción

de métodos de optimización requiere habilidades inherentemente difer-

entes y hay muy pocos trabajos específicos sobre el tema. Iniciativas

como ‘Data Science meets Optimization’ [108] promovida por grupos

creados hace poco, como el grupo europeo EWG DSO, confirman la

relevancia y el potencial del tema.

7.7 Retos y perspectivas

Aunque las hiper-heurísticas han llegado un punto de madurez en años

recientes y a ser identificada como un área de importancia en la comu-

nicad científica, algunos temas faltan todavía por extender, y otros por

explorar. Podemos mencionar algunos retos y perspectivas a futuro

que permitirán consolidar el tema para tener una mayor contribución

e impacto en la resolución de diversos problemas:
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• Hibridación inteligente de sistemas que emplean en paralelo una

combinación de métodos y técnicas provenientes de diversos cam-

pos de la IA. Ésto es un campo de investigación fertil para la gen-

eración de técnicas modernas de la Inteligencia Computacional

sirva para el desarrollo de herramientas y modelos de nueva gen-

eración. La comunidad científica está consciente de que enfoques

combinados podrían ser necesarios si se quiere seguir resolviendo

los problemas complejos y retadores de la Inteligencia Artificial.

La integración de distintas técnicas inteligentes y su adaptación

para superar las limitaciones de los métodos individuales y lo-

grar efectos sinérgicos a través de la hibridación o fusión de estas

técnicas, ha contribuido a una variedad de nuevos diseños den-

tro del campo de la optimización [204, 256]. En consecuencia, se

requiere de metodologías más robustas para la construcción de

los sistemas híbridos requeridos para resolver problemas contem-

poráneos y futuros cada vez más complejos y de mayor tamaño.

• Las hiper-heurísticas [65], como técnicas de búsqueda que tratan

de automatizar el proceso de generación, selección y combinación

de otras heurísticas, son un excelente vehículo para la construc-

ción de sistemas inteligentes híbridos avanzados. Particular-

mente se requieren estudios más profundos y serios para generar

sistemas híbridos que combinen modelos de selección con gen-

eración, modelos constructivos y perturbativos, mecanismos que

combinen aprendizaje offline con online, entre otros, que mejoren

el comportamiento de los algoritmos y sus resultados.
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• La Ciencia de Datos intenta comprender las complejidades de

las actividades del mundo real y el contexto a partir del análisis

de los datos para mejorar los beneficios que pueden obtenerse

de ellos. Los algoritmos de optimización en tiempo real están

estrechamente vinculados al contexto de sus datos. Por ello,

utilizar las técnicas de Ciencia de Datos permitiría aprovechar

el conjunto histórico de datos, así como los datos generados en

tiempo real, durante la búsqueda de soluciones para los prob-

lemas de optimización [358]. El proceso de Ciencia de Datos

se puede aplicar al ajuste automático de los algoritmos, su con-

figuración y su adaptación para crear mejores métodos de opti-

mización.

• A la fecha, las hiper-heuristicas han generado soluciones muy

alentadoras para deiversos dominios y problemas, Sin embargo,

su proceso ha sido más bien artesanal en la generación y adaptación

de este tipo de algoritmos para la solución de problemas par-

ticulares. Es necesario en el futuro desarrollar procesos más

sistemáticos y metodológicos que permitan resolver de manera

robusta problemas de diversa índole, no solo de optmimización,

y que puedan producir reglas complejas automatizadas para la

aplicaciópn de cierto tipo de métodos a ciertos tipos de proble-

mas. Es seguro que hiper-heurísticas puede aplicarse a diversos

dominios, no necesariamente ligados a optimización.

Adicionalmente a los tópicos de investigación y retos en temas de

hiper-heuristicas presentados en el párrafo anterior, seguro que hay

muchas otras oportunidades que abren diversas líneas de investigación
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en el tema. Cada vez hay mayor número de grupos e investigadores

en múltiples instituciones que han establecido el tópico dentro de sus

intereses y portafoilio de investigación. Pillay and Qu recientemente

han publicado un libro sobre hiper-heurísticas [365] que resume lo re-

alizado a la fecha en el tópico, y discuten perspectivas de investigación

al futuro y sus aplicaciones.

7.8 Para saber más

El número de trabajos relacionados a hiper-heurísticas se ha incremen-

tado significativamente en la última década. Como resultado, una gran

cantidad de recursos se encuentran disponibles en diversas fuentes.

El lector interesado en conocer a más detalle los diferentes tipos de

hiper-heurísticas y sus aplicaciones puede consultar estudios de refer-

encia como [65] y [350]. Una lista muy completa sobre los trabajos

relacionados a hiper-heurísticas se encuentra disponible en línea, en

https://mustafamisir.github.io/hh.html.

Debido al interés que las hiper-heurísticas han despertado en los

investigadores, diversas conferencias y talleres han dedicado espacios

para este tipo de trabajos. Por ejemplo: Genetic and Evolution-

ary Computation Conference (GECCO), que desde el 2011 ha pro-

porcionado espacios en sus categorías Self-* Search (2011 al 2016) y

Search-Based Software Engineering (a partir del 2017); International

Conference on Parallel Problem Solving from Nature (PPSN), con

talleres en el tema en las ediciones del 2008 y 2016; IEEE Congress

on Evolutionary Computation (CEC), con sesiones especiales sobre
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hiper-heurísticas en sus ediciones del 2013 y 2016. En cuanto a com-

petencias internacionales sobre la materia, destacan las dos ediciones

del Cross-domain Heurisic Search Challenge (CHeSC). La competen-

cia consistía en diseñar estrategias de alto nivel que controlaran la

aplicación de heurísticas de bajo nivel para dominios específicos. Du-

rante el reto, las heurísticas de bajo nivel serían diferentes para cada

dominio del problema pero la estrategia de alto nivel debía ser la

misma para todos los dominios. El reto se enfocaba en el desempeño

de los métodos de optimización en diferentes dominios de problemas,

en lugar de concentrarse sólo en uno.

En cuanto a herramientas para la implementación de hiper-heurísticas,

la literatura contiene pocos ejemplos, entre los que destacan Hyper-

ion [438], HyFlex [331] y EvoHyp [364]. No todas las herramientas se

encuentran disponibles en este momento, ya que algunos de los sitios

para su distribución han sido descontinuados. En cualquier caso, es

posible contactar a los autores para solicitar acceso a las herramientas.

Adicionalmente a estos recursos, en el 2013 se formó la IEEE Task

Force on Hyper-heuristics1, dedicada al desarrollo y aplicaciones de

hiper-heurísticas y a su intersección con la inteligencia artificial, la

inteligencia computacional y la investigación de operaciones. El sitio

del grupo de trabajo proporciona muchos recursos útiles en el tema de

hiper-heurísticas.

1https://sites.google.com/site/ieeetaskforceonhyperheurisitcs/
home
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7.9 Conclusiones

Este capítulo ha presentado el tema de hiper-heurísticas desde difer-

entes perspectivas con la idea de dar al lector una panorámica gen-

eral, pero suficientemente detallada para que pueda conocer el tema,

y pueda empezar a realizar avances a través de la investigación en el

área o en la aplicación de las técnicas para resolver problemas en el

dominio de optimización. El capítulo ha explicado el detalle los prin-

cipales tipos de hiper-heurísticas y sus fundamentos, y los diversos

modelos que se han generado en la literatura, principalmente basa-

dos en modelos evolutivos y neuronales, y entendiendo que no son

los únicos. El capítulo provee discusión sobre aspectos avanzados en

hiper-heurísticas y que se han derivado en trabajos recientes, como es

el tratamiento de hiper-heurísticas en problemas multi-objetivo y la

transformación de características que permite mejorar el rendimiento

de esquemas de hiper-heurísticas. En trabajos recientes se han pre-

sentado resultados al hibridizar tipos de hiper-heurísticas, como por

ejemplo las de selección con las de generación, las de construcción con

las de generación, los tipos de aprendizaje, etc. Hay todavía un espa-

cio para continuar investigando dentro de ese contexto. Con el reciente

impacto del tema de big-data, se ha empezado a discutir en la comu-

nidad científica la relación de la Ciencia de Datos con optimización.

Aquí cabe naturalmente el tópico de hiper-heurísticas, dado que la

Ciencia de Datos puede apoyar para generar mejores algoritmos de

optimización, y ciertamente, los modelos de optimización pueden in-

cidir favorablemente para mejorar los procesos en la Ciencia de Datos.
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Al final, el capítulo presentó una serie de recursos que pueden

servir como base a estudiantes e investigadores para perseguir el tema

de hiper-heurísticas.
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